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lieber die Integration der bydrodynamisclien 

Gleichungen. 

(Von A. Clebach zu Carlsruhe.) 



§1. 

In einem frflhern Aufsalze (dieses Journal, Bd. 54, p. 254) habe ich 
ein Theorem entwickelt^ welches die Integration der hydrodynamischen Glei- 
chungen fOr die stationäre Bewegung zurückTährt auf ein System von zwei 
partiellen Differentialgleichungen zweiler Ordnung; oder auf die Aufgabe, ein 
gewisses Integral zu einem Minimum zu machen, bei welchem die zu in- 
tegrirende Function die lebendige Kraft darstellt. Dies wurde erreicht, indem 
die Geschwindigkeiten durch zwei neue Functionen ausgedrückt wurden, welche 
Constanlen gleich gesetzt, Integrale der hinzutretenden gewöhnlichen Differential- 
gleichungen waren, und die Continuitälsgleichung identisch erfüllten. Die Aus- 
dehnung dieses Verfahrens auf den Fall der nicht stationären Bewegung führte 
zu sehr verwickelten Gleichungen, welche keine Zurückführung auf ein Pro- 
blem der Variationsrechnung geslatleten. 

Indefs habe ich gefunden, dafs auch dieser allgemeine Fall immer auf 
ein solches Problem zurückgeführt werden kann, und zwar auf das Integral 
einer Function, welche sich von der lebendigen Kraft nur um ein hinzutreten- 
des Glied unterscheidet. Die Substitution, welche zu diesem Resultate führt, 
ist eine wesentlich andere als die in dem erwähnten Aufsatz angewandte. 
Aber beide haben dies gemein, dafs sie die Bestimmung des Druckes von 
der übrigen Behandlung der Aufgabe sondern, und auf Gleichungen führen, 
welche, indem sie von den äufseren Krfiften unabhängig sind, Bewegungen 
a%emeinster Natur darstellen, deren eine Flüssigkeit fähig ist; endlich, dafs 
die angewandten neuen abhängigen Variabein, Constanten gleich gesetzt, 
Integrale des hinzutretenden Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen bil- 
den. Während aber jene Substitution für die stationäre Bewegung auf zwei 
partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung führte« kotnmt in dem vor^ 
liegenden Falle das Problem zvrUck auf drei Differentialgleichungen, 
von denen zwei von der ersten, eine von der zweiten Ordnung, 

Jonrnal fUr Mathemiktik Bd. LVI. Heft 1. 1 
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Die angewandte Snbslitalion knOpft an die gewöhnliche Methode an, 
die hydrodynamischen Gleichnngen zu behandeln. In der That macht man 
gewöhnlich die Annahme, dafs der Ausdruck 

ein vollständiges Differential sein soll. Aber wie auch die u, v, w beschaffen 
sein mögen, stets läfst dieser Ausdruck sich auf ein eweigliedriges Differential 
zurflchfahren, d. h. auf die Form 

dq)'\'mdtpf 
woraus sich die Gleichungen ergeben: 

welches eben die angewandten Substitutionen sind. Ich bemerke, dafis die- 
selben in einer gewissen Beziehung zu der Betrachtung der von HelmAoltz 
(dieses Journal, Bd 55, p. 25) in die Theorie eingeffihrten Wirbelbewegungen 
stehen. Die Geschwindigkeiten sondern sich hier in einen Theil, der durch 
entsprechende Differentialquolienten einer Function dargestellt wird, und in 
einen zweiten, der diese Darstellung schlechterdings nicht zuläfat. Jene Wir«- 
beihewegungen nun hängen allein von diesem zweiten Theil ab, d. h. von 
den Functionen w, tp. Denn wenn man nach den dort (Form. 2) gegebenen 
Gleichungen die Rotationsgeschwindigkeiten eines Flüssigkeitstheilchens bildet, 

so hat man: 

o^ am dtfß dm dy^ 

^^ ~ dz dy dy dz ' 

o öm dip dm dip 

^^ ~ dx dz dz dx ' 



2f 



am avj^_ am d^ 

dy dx dx dy ' 



wo die Function (p ganz verschwunden ist. ^^ 



*) Beiläufig ergiebt sich hieraus das Verfahren» um, wenn u, v, w irgend gegebene 
Fooctionen sind, dem Ausdruck udx']'vdy'\'wdz die Gestalt if^-f mrfj^ zu ffeben. Es 
sind mj tp, wie aus dem Pfaffschen Problem sonst bekannt, nadi den obigen Gleichungen 
Integrale der Gleichnngen: 

j j , dv dw dw du du dv 

dxidyidz = -5— — 3— :"5 3^:-5 "5 — 

dz dy dx dz dy dx 
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Ich wende mich snnfichst za einem allgemeioern System von Glei- 
chungen ^ welches analoge Eigenschaften mit dem System der Hydrodynamik 
aufweist. 





S. 2. 


Es sei das 


System von Gleicbnngen gegeben: 




< dV _ du ..du.du ^ du 

|öx = dt "ax ■"»ex. •'•^•öx,.' 


(10 { 


] dv du, „ du, , „ du, ^. du, 
' ex. dt +"-5F+''»-ä^+-«'"ax^ 




' dV _ duu , ..dUU „ dUin 1 ^ duu 



^tl , gtl| I Aul 



denen sich die gewöhnlichen Differentialgleichungen anschließen sollen: 

Die Gleichungen (1.) lassen sich in einer symbolischen Form susam- 
roenfassen; ninSlich, wenn unter dem Zeichen J nur die x, nicht aber / als 



Da der HuItipUcalor der Gleichungen i ist, so kann man aus einem Integral fp das 
zweite m durch das Princip des letzten Multlpilcators finden. Alsdann aber ist wirklich 

dv 6w _ dm dfp Bx/ß dm 

oz öy ~ dz dy dz dy 

and q> wird daher wirklich ein voUstindiges Differential. Aber tp genflgt der Differential- 

gleichung 

(dv dw\dif I /^tg du\dq> .(du dv\dq> 
\dz dyJdx'^\^ dz) dy^^Ty dxJ dz 

\ ds 0/ / ' >> öx aa ^ ' ^dy dz / 

Fährt man hier statt x> y, z als neae Variable m, if/, 9 eia^ so eifailt man. durch In- 
tegration : 

/■dv du)\, fdw du\. /du dv\ 

_ r <w--d7)+<-dF--^)-^*'(w'-dF) .^ 

* J B»(dv du>\. d&fdw du\. d&/du do\ 
dx^dt dy y"^ dy ^dx dz J"^ dz \"c!y* "Sx / 
(vgl Jacobi, Math. W. Bd. I. p. 144). 
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veränderlich betrachtet werden: 

(4.) *F = ;j.*«.(^+»^+...«.|^); 
oder auch, wenn man 



»i 



(5.) 2T =s «»-|-Mj-f-...«|, 
setzt, in der folgenden: 

Bemerken wir non, dafs man dem Anadrncfc: 

immer die nachstehende Gestalt geben kann: 

so werden wir darauf gefOhrt, fflr die u die Snbstitntionen so machen: 



(7.) .. = ^+«.^+^^+...^^ 






Hit HiUfe dieser Snbstitationen stellen sich znnfichst die Ausdrflcke 
als Summen von Determinanten dar, nfimlich, 

dx- dxi 'vö^i öjTi Bxj^ dx^J 

Wenn man aber diesen Ausdruck mit der Determinante ii;^X| — fi|^;i?; multi- 
plicirt, und sodann nach k, i die Summe bildet, so erhfiU man nach bekannten 
Sfitsen: 



\2,S,(^ 



= s. 



u 



dx 

dipr 



dx 



U 



du, 

lx:~ 

, dmr 

Btpr 






"3 — * 

dx 



öx, 



*ax, 



...., :^j^+|t.^^,+... 



Hieffir kann man mit Berflcksichtigung der Gleichungen (3.) die 
kürzere Bezeichnung anwenden: 

^'{(•^-|r)*»''-(^-^)'-'|- 

Setzen wir dies nun in die Gleichung (6.) ein, so vereinigt sich die Summe 
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mit dem Theile 



^•(^*-'-1r'''') 



der obigen Summe, zu der volistfindigen Variation des Ausdrucks 
und die Gleichung (6.) nimmt demnach folgende Gestalt an: 

(8.) ,|F_T_^_i,„,^j = s,{i^,^,-i^t^,). 

Diese Gleichung aber enthfilt auf der recliten Seite nur 2n Varlalio- 
neii 8m, 8(p^ wfihrend in der linken Seile 2ii-fl Variable x variirt werden. 
Es mnfs also der Ausdruck, welcher links variirt ist, eine willkdrliche Function 
der 3it-f 1 Argumente ^, m, t sein; und indem wir die Bezeichnungen -^, -^ 
wieder auflösen, können wir folgendes Theorem aussprechen: 

Satz 1. 
Die Gleichungen (lOi (3.) lassen sich durch das System ersetzen: 

(9.) (^+„^+..^ + Wm.. 

du , j9u| I ^ ^ ^ duu ^ __ Q 

WO 

fiiuf «^ i7 €Jit€ willkürliche Function von t, q>i^ ... tp^, mi, . . . m. 
bedeutet. 

Dieses System enthält 2it Gleichungen der ersten, eine der zwei^ 
ten Ordnung. Nachdem es inteyrirt, ergeben sich die u von selbst 
aus obiger Gleichung f V ist bestimmt durch die Gleichung: 

Die Gleichungen (3.) endlieh kommen zurück auf das System: 

(11.) ^=_/r'm„ ^=/7V. 

Das fehlende Integral des Systems (3.'), welches eine Gleichung mehr 
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als das vorliegende enthält, gieht das Prindp des letzten Mul/ipli^ 
cafors. 

Diesem Theoreme kann man das folgende hinzuffigen^ welches sich 
ohne Weiteres verificiren läfst: 

Satz 3. 
Die Gleichungen (9.) machen das Integral 



r 



VdxdXy^...äxi^dt 



zu einem Maximum oder Minimum, V durch die Gleichung (10.) 

ausgedrückt gedacht. 

Diese Gleichungren enthalten eine willkOrliche Fonction 11. Inzwischen, 
da man annehmen darf, dafs die Integrale eines Systems von 2n Gleichun- 
gen der ersten und einer Gleichung der zweiten Ordnung, an sich ebenso 
viel Willkürlichkeiten enthalten müssen, als die Integrale eines Systems von 
3n-f 2 Gleichungen erster Ordnung; so scheint es dafs die Gleichungen (9.}^ 
in welche aufserdem noch 77 eingeht, mehr Willkdrliches mit sich fahren, 
als der Natur der Aufgabe nach zulässig ist Dieser Uebersobufs von Will- 
kflrlichem darf daher auf die abhangigen Functionen des nrsprOnglichen Pro- 
blems keinen Einfiufs ausCIben ; er mufs aus den AusdrQcken von V,u,Ui^... %i^^ 
verschwinden. Ich werde nun in der That zeigen, 

dafs es, ohne die ÄUgetnanheit der Werthevon V, u, Ui^ . . . u^, zu 

beeinträchtigen, erlaubt ist^ die Function 11 gleich Null zu setzen. 

§. 3, 
Die Gleichungen (11.) haben die canonische Form, welche bekannt- 
lich es erlaubt, den Integralen dieser Gleichungen eine entsprechende Form 
zu geben , und dieselben auszudrOcken durch die vollständige Lösung einer 
partiellen Differentialgleichung. In der That, man kann stets eine Function (FF) 
von t, 9i, tp^^ ... 9. und von n Constanten tti^ th^ .•• a^ so bestimmen, 
daf^ 



m. 



(12.) 



/ötr\ fdw\ rofr\ 

die Integrale der Gleichangen (11.) sind, wArend die «c neoe Constanten 



bedeuten; und man hat ferner 



(130 (^) = /7> 
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woraus die fftr JV bestehende partielle Differentialgleichung hervorgeht, wenn 
man aus U die m mit Hflife der ersten Gleichungen (12.) eliminirl. 

Man kann nun offenbar statt der Function IT die eine gleiche Will- 
kürlichkeit enthaltende Function (W) in die Rechnung einfähren; wo nur, 
sobald man von den gewöhnlichen Differentialgleichungen zu den partiellen 
fibergeht, die a^ a nicht mehr als Constante, sondern als Functionen von 
t, Xj Xi^ ... Xn^ zu betrachten sind. Und zugleich kann man auch statt der 
m, <p sich diese Functionen a, a in die Gieichnogen als abhängige Variable 
eingeführt denken; wo denn auch in (FF) die <p durch diese Functionen zu 
ersetzen sind. Sehen wir, wie sich die Functionen V, u durch diese neuen 
abhängigen Variahein ausdrücken. 

Wenn man die Gleichungen (12.) in die Ausdrücke der u einführt. 
so gehen dieselben zunächst über in: 

u = ^y i(Snr\d<p, [/aiTNay, \,,(^^\^Vn 

Bezeichnen wir aber durch W die Function ( W)^ wenn wir sie als Function 
der t, Xj Xi^ ... ^2» betrachten, so ist offenbar: 

und man kann also, wieder mit Hülfe der Gleichungen (12.), den obigen 
Ausdruck von u auch durch den folgenden ersetzen: 

Bemerken wir noch, dafs ancli 

so geht der Ansdrack 

in den folgenden Ober: 

^1 r«i"5f T«» df ' " dt 

Daher nimmt die Gleicbang (10.) Anmittelbar ^e Gestalt an: 

(15.) V = 
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Vergleichen wir jetzt die Gleicbnngen (14.)) (15.) mit den Gleichan- 
gen (7.); (lO.)* Man siebt sogleich, dafs nur an die Stelle von 9 die Function 
iP'\'W getreten ist; an die Stelle der m aber die a, an die Stelle der tp 
die a; endlich , dafs die Fanction 77 verschwanden ist. Da nun ferner den 
Gleichungen (11*) offenbar die folgenden entsprechen: 

(16.) ^ = 0, *jL = o, 

Welche, aufgelöst, Gleicbungea ergeben, die den Gleichungen (9.) yollständig 
ihnlich sind; so sieht man ein, dafs das jetzt erlangte reducirte Problem sich 
von dem in dem Satz 1. enthaltenen nur dadurch unterscheidet, dafs die 
Function 77 gleich Null gesetzt ist, und dafs an die Stelle der Buchstaben q>, 
m andere getreten sind. Aber zugleich werden die gewöhnlichen Differen«- 
tiaigleicbungen integrabel; und indem wir also zu den frühem Bezeichnungen 
zurückkehren, können wir folgendes Theorem aufstellen: 

Satz 3. 
Die GteicAun^en (l.)? (2.) können ersetzt werden durch das System 

(17.) )-är+"är+*''-5];rt---«'-öi;: = <>» 

Fori diesen Gleichungen sind zwei von der ersten, eine von der zwei^ 
ten Ordnung. Nachdem sie integrirt sind, ergeben sich die u aus 
der obigen Formel, V aber aus der Gleichung: 

(18.) K = |2L+„.:^ + „,^ + ...„.^ 



WO 



+*^*i^+-.|?:+-^g: + —.fer-. 



und die Gleichungen (3.) haben zu Integralen die Gleichungen: 

(19.) »», = Consl., (fr == Consl., 
zu denen ein letztes Integral tritt, welches aus den Gleichungen (8.) 
und (19.) mit Hülfe des letzten Muliplicators gewonnen wird. 
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Hierdarch also ist das vorgelegte System zaräckgefflhrt auf ein anderes, wel- 
ches nicht mehr Willkfirlichkeiten in seiner allgemeinen Lösung enthalt als 
jenes; und welches die Eigenschaft hat, die Integrale der hinzutretenden ge«- 
wAhnlichen Differentialgleichungen ohne Weiteres zu ergeben. — Man fflgt 
leicht das folgende Theorem hinzu: 

Satz 4. 
Die Gleichungen (17.) machen das Integral 

f^^^VdxdXi ... dx^ndt 

zu einem Maximum oder Minimum, wo V durch die Gleichung (18.) 
ausgedrückt zu denken ist. 

§. 4. 

Es bleibt nichts flbrig, als die erlangten Resultate nunmehr fOr den 
Fall der Hydrodynamik auszusprechen, fOr welchen n=zi isu Sei U die 
Krfiftefunction, p der Druck, q die Dichtigkeit, so hat man demnach folgen- 
den Satz: 

Satz 5. 
Die Gleichungen 

B rwr P\ du , ^,du , ^ du t du 



(80.) 



d frr P\ dw t ^dw t ^dw ^ dw 

du i dv t dw f. 

laseen eich auf die Aufgabe zurückführen, das Integral 

ZU einem Maximum oder Minimum zu machen, wo 

zu setzen ist, und für die u, v, w die Ausdrücke gelten: 

Jomial mr Mathematik Bd. LVI. Heft 1. 2 
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(22.) l, = ^+„^. 
Die Integrale der GMchungen 

^=«' ^-'- -S-»» 

werden dann: 

(23.) m = ConsL , %p = Const. 

iiitil «in drittes, welches die Theorie des letzten MuMpüeators ergiebt. 
Die GleichuDgen, auf welche die Aufgabe zurflckkommt, werden hiernach: 
• _ dm I /öm ö<p I öü» j9SL I öm S^PN , /öm öt/; , öm öt/; , öm ÖV'N 

^ dys ifdyf d<p j^dffß dv ±§y^^V\\^fByf dtf; i ÖVJ^ 3v i dVß ö^N 

Es ist sehr leicht von diesen Gleichungen, fflr den statianSren Zustand, zu 
denjenigen überzugehen, welche ich an dem angefflhrten Orte entwickelt 
habe; indem man nur bemerkt, wie aus der im Anfange des $.3 aufgestell- 
ten Betrachtung sich ergiebt, dafs man nur eines der m, tp von t vollkommen 
frei annehmen darf, während. das andere von der Form tf'\-F ist. 

Ich bemerke nur noch, dafs die Gleichung (21.) die der lebendigen 
Kraft ist; in einer sehr bekannten Gestalt, wenn man, zu der gewöhnlichen 
Annahme zurflckkehrend, m verschwinden läfst. 

Berlin, den 1. März 1658. 
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lieber die Darsteliang gewisser Functionen durch 
die Eulersche Summenforniel. 

(Von Herrn Rudolf Liptehitz zu Bonn.) 



JUie Untersncbong der Madaurin'sehen Sammenformel durch Jaccbi *) 
fOhrt EU dem Resnitat, dafs die Reibe 

(1.) x/'*"V^air-fi(Ac + nA)-/c) + f-(r(c+«Ä)-r«) 

c 

wo 8i = |, ©2==^^, ... die B^rnofi/föchen Zahlen sind, nnd f'x, f'x, . . . 
die Differentialqaolienten der Fanction fx nach x genommen bezeichnen, zwei 

imn 

den Werlh der ans n Gliedern bestehenden Summe S f{c 4- th) einschliefsende 

tssl 

Grenzen liefert, wenn man zuerst eine beliebige, die Zwei flbertreffende, Anzahl 
von Gliedern in der vorgeschriebenen Folge nimmt, und dann diesen das 
nächste Glied hinzufügt, vorausgesetzt, dafs bei der Wahl von ^4-2 und m-f 3 

Tennen die Ausdrücke :s/'^'»(ar + M) und s:f'^'^\x^th) für jeden Werth 

X von ar = c bis ar^xc-f-A endlich sind, ihr Vorzeichen nicht ändern, und 
beide dasselbe Vorzeichen haben. Dieser Satz enthält eine fflr den Gebrauch 
der Reihe (1.) nothwendige Bestimmung, wenn dieselbe weder endlich noch 
convergent ist, und mit solchen Fällen allein werden wir uns in der Folge 
besciiäftigen. Es fehlt aber, soviel ich weifs, ein allgemeines Criterium fflr 
die Anwendung derjenigen Reihe, durch welche Euler im fflnften Capitel 

Issn 

der Differentialrechnung p. 430 die Summe ^/*(c-fO ausdrückt, und die der 

obigen sehr ähnlich ist. Bezeichnet C eine von der Gliederzahl n der ge- 
gebenen Summe Jinabbängige Gröfse, so kann man die Eulersche Reihe, wie 
folgt, schreiben 

(8.) C-f-/^Va?5x+J/-(c+«)-f-|-r(c-|-n)-5^ /'"(«+«) + •••» 



*) De usa legitimo form. Maclanr., Bd. 12 dieses Joamals, p.263. Vgl. Pois$OH 
sur le calc. nam. des Integrales iil, Uim. de i'Inst. T.VI, annäe 1827. 

2* 
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wo C so gewählt werden soll, dafs fOr ein bestimmtes n die Entwicklnng 
der gegebenen Summe gleich sei. Eine specielle auf diesem jedenfalls nn- 
sichern Princip beruhende Deduction^ die von Stirling^^ herrflhrt, ist durch 
strengere Betrachtungen von Herrn Liouvilte **) ergänzt worden. Doch 
scheint mir eine Uebertragung des allgemeinen von Jaeobi aufgestellten Satzes 
auf die Reihe (2.) deshalb nicht möglich, weil zuerst entschieden werden 
mufs, ob die Natur der darzustellenden Summe eine vollkommne Determination 
der Constante C gestattet, und nur dann, wenn dies der Fall ist, der Unter- 
schied zwischen dem Werth dieser Summe und irgend einer Anzahl von 
Gliedern der Entwicklung in Frage kommen kann. Gaufs spricht Ober die 
Reihe (2.) in der Abhandlung „Disquisitiones generales circa seriem infinitam 
etc. p.33" bei Gelegenheit der Function /7c=/*^-yy*ö>- = rc^+l) nach 

u 

der jetzt Oblichen von Legendr e eingeföhrten Bezeichnung, wie folgt: 

„IlL Euter pro summa logarithmorum logl-|-log2-f logd-l****-^'^^^ 

9f ^fK CS 

eruit seriem (s + i)log ^ - «+ 1 iog2;i4- -j-^ - g-^ + ^-^ - etc. , ubi 
11=:^, S = ^, @=:^ etc. sunt numeri Bernouiliani. Per haue itaque 
seriem exprimitur loglTzj etiamsi enim primo aspectu haec conclusio ad valores 
integres restricta videatur, tamen rem propius contemplando invenietur, evo- 
lutionem ab Eutero adhibitam (Instit. Calc. Diff. pag. 466) saltem ad valores po- 
sitives fractos eodem jure applicari posse, quo ad integres: supponit enim tantum- 
modo, functionem ipsius z^ in seriem evolvendam, esse talem, ut ipsius dimi- 
nutio, si z transeat in z—i^ exhiberi possit per theorema Taylori, simulque 
ut eadem diminutio sit &= \ogz. Conditio prior innititur continuitali functionis, 
adeoque locum non habet pro valoribus negativis ipsius z, ad quos proia 
seriem illam extendere non licet: conditio posterior autem functioni log Hz 
generaliter competit sine restrictione ad valores integres ipsius zJ*^ 
Gaufs behauptet also, dafs die Reihe 

(3.) Ä^ffada-\-f^^^ra-^J"'a-^,.. 

eine Function 9>(a-|-l) der stetig veränderlichen Gröfse a ausdrücken könne, 

die der Gleichung • 

(4.) 9)(ii4-l)-ya = /«f 

genügt. Eine Function ipa, fflr welche keine andere Bedingung gegeben ist, 



*) Maclaurin'8 treatise of fluxioos B. ü, Ch. IV» $. 842, p. 683. 

*^ UouviUe^s Journal TomelV, p. 317 sur Tevaluation du produit i*.2.3...x. 
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als die Befriedigung dieser Gleichaog, darf fOr ein Intervall des Arguments 
vom Betrage der Einheit willkflrlich angenommen werden. Setzt man aber 
voraus, dafs die Entwicklung 

und die Integration und wiederholte DilFerentiation dieser Gleichung gestattet 
sei, und dafs die Elimination der Gröfsen 9>'(a-f 1), 9>''(a-f 1), ... aus dem 
so gebildeten System von Gleichungen zu einem gfiltigen Resultat fflhre, so 
erhält man die Endgleichung 

(5.) yCa+l) = A^ffada^^^^ra^^^ra-\-". 

welche indessen, da wir nur solche Functionen betrachten, fflr die die Reihe 
der rechten Seile nicht convergirt, eine Definition des Sinnes erfordert, wel- 
chen das Gleichheitszeichen haben soll. Denn die gewöhnliche Definition der 
Gleichheit einer unendlichen Reihe und eines festen Werthes setzt die Con- 
vergenz derselben nothwendig voraus. Wenn nun nach festgestellter Be- 
deutung der Gleichung (5.) bewiesen werden kann, dafs die Function tp{a) 
durch die Gleichungen (4.) und (5.) absolut und eindeutig bestimmt wird, und 
zugleich die Genauigkeit bekannt ist, mit der <p{a'\-\) durch eine bestimmte 
Anzahl von Gliedern der Reihe in Gleichung (5.) ausgedrflckt wird, so sind 
alle Fragen in Bezug auf die Darstellung einer endlichen Summe durch die 
Reihe (2.) gelöst. Die wiederholte Anwendung der Gleichung (4.) giebt 
die Relation 

und entwickelt man 9>(^-f ^"f^) durch die Gleichung (5.), so kommt 

SV(c+/) 

fssi 

=-9,(c+i)+^+/"'V«5«+*AH»)+§^r(H«)-2^r"(^+«)+-i- 

und man sieht, dafs die rechte Seile nichts andres als die Reihe (2.) ist, in- 
dem, wenn die unbestimmten Integrationen von derselben Stelle angefangen 
werden, die Constanle C gleich dem bekannten festen Werlh — (p{C'\'\)'\'A, 
und die Genauigkeit der Darstellung nur abhängig von der Gleichung (5.) wird. 
Ebenso giebt die Entwicklung der beiden Functionen (p{c-\\) und 9>(c-f it-j-l) 
durch Gleichung (5.) die ilfac/atinVsche Reihe (1.). 

Um zu erkennen, in welcher Weise durch die Reihe (3.), wenn man 
a reell und positiv annimmt, und fa^=s^\o%a, A'\Jfada=^\\og2n'\-a\oga — a 
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setzt, die Function logr(ii-f'l) ansgedrflckt wird, verwandelte ich diese in 
ein bestimmtes Integral und erhielt direct die in Rede stehende Entwicklung 
auf eine beliebige Anzahl Glieder ausgedehnt, mit voUstfindiger Angabe des 
Restes. Hieraus ergab sich, dafs wenn der Gleichung die feste Bedeutung 
gegeben wird, dafs der Werth der linken Seite zwischen dem Werthe der 
Summe der ersten (m*f 2), und der ersten (tn-f-3) Glieder der rechten Seite 
enthalten sei, wo m Jede ganze Zahl mit Einschlufs der Null bezeichnet, die 
Function (pa=ilogr(a) durch die Gleichungen (4.) und (5.) eindeutig bestimmt 
wird. In derselben Weise liefs sich zeigen,, dafs diese beiden Gleichungen 
fQr /ii = — , wo a und a reell und positiv sind, eine eindeutige Function <pa 
determiniren , deren Werth als bestimmtes Integral durch Induction gefunden 
wurde. Auch konnte die Untersuchung mit leichter Modification dahin ausge« 
dehnt werden, dafs die Variable a jeden beliebigen reellen oder imaginfiren 
Werth annehmen darf. 

§. 1. 
Um den Nachweis der ausgesprochenen Sätze zu beginnen, drflcke ich 

•»00 

den Logarithmus der Function /«~^y*"^öy = -r(fl), wo a reell und positiv 

ü 
ist, durch ein bestimmtes Integral aus. Wenn man die bekannte Gleichung 



d 



"57 



m Ä-r/r^-S^* 



(=^--)' 



auf beiden Seiten mit da multiplicirt und zwischen den Grenzen 1 und a in* 
tegrirt, so kommt, da r{i) = 1 ist, 

(8.) i.gr«„ =/■(«- i-li^)^. 

log- 

Diese Gleichung giebt Herr Liovvitte in dem angefObrlen Aufsalz fOr den 
Fall, dafs a eine positive ganze Zahl, also /^(a)s=2.3...a — 1 ist, woraus 
aber ihre allgemeine GQltigkeit unmittelbar nicht folgt. Dafs die Function 
logr(ii) der Gleichung log /'(ii-fl)'' l^?A^)=IoS^ genügt, ist schon in der 
angefQbrten Stelle von Gaupf vorausgesetzt, doch ergiebt dieses auch die 
Gleichung (8.) direct, mittelst der £ii/^rschen Formel 

(9.) Joga = r i-^a«. 
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Um DUO die Entwiokhing 

fflr eine beliebige Ansabl Glieder mit Bestimmung des Restes herzaleiten, er- 
setzte ich die AusdrOcke ilog^r^ aloga — n^ iloga durch bestimmte Integrale, 
wie es mit logr(ii) geschehen ist. Den Werth iIog:nr = Iogr(^) giebt die 
Gleichung (ß,% und loga die Gleichung (9.). Die Function aloga — n wird 
durch ein bestimmtes Integral dargestellt, indem man die Gleichung (9.) durch 
die Substitution z=z0''y im Integral auf die Form 

logn =/(^y-e-«r)^ 

bringt, beide Seiten mit da multiplicirt, und von a = ^ bis a^=a integrirt. 
Dies giebt 

(11.) alog Ä — fl — ( J log (> — J) 

'-'-')fe_/'Vj^-'-'-*')fe. 



./•(— i=7^)^-/>- 






y 



und man bemerkt, dafs auf der linken Seile fflr ein sich der Null näherndes 
d der Ausdruck ilogi — i, und auf der rechten Seite das zweite Integral 
gegen die Null convergirt. Dafs cTlogJ mit J abnimmt, ist bekannt, und 
die Eigenschaft des Integrals tritt sogleich hervor, wenn man das Intervall 
desselben theilt, so dafs das Integral eine Summe von zweien wird, bei denen 
die Integration respective von bis zu einem endlichen Werth p, und p 
bis cx> geht. Offenbar kann p so gewählt werden, dafs fflr jedes d der Werth 
des Integrals, welches von p bis oo zu nehmen ist, beliebig klein wird; und 
wendet man in dem andern Integral die begrenzten Entwicklungen 

e'-y = i — ye'^y, e^=l —iy^ ^^*'^^ 
an, wo X und fi positive echte Brflche sind, so wird dasselbe gleich 

und nimmt mit J ab, weil es gleich einem Product von J und einem end- 
lichen Werth ist. Lafst man also in der Gleichung (1^0 ^^^ positive Gröfse ö 
gegen die Null abnehmen, so geht dieselbe in die folgende Aber 

(12.) aloga^a=^\aä-r-ilIp!:)^. 
Um nur Integrale von den Grenzen und oo zu haben, wird die Substitution 
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z = e^ auch io dem Integral der Gleichung (8.) angewendet, tind wir er- 
halten die folgenden Formeln: 

Jetzt giebt die Sabtraction der 3 letslen Gleicbongen von der ersten da$ 

Resultat 

(13.) logr(a-f 1) — aloga-f-'—iioga — |logn 

und es wird sich zeigen, dafs das erste Integral den Wertb |log2 hat, wäh- 
rend das zweite die nach Bemouilischen Zahlen fortschreitende Reihe liefert. 
Statt eines Factors der zn integrirenden Function darf man eine fOr jeden 
Werth der Integrations variable convergente Reihe setzen; wir benatzen zo 
diesem Zweck die folgenden, welche Euler in seiner Introdactio Band I, 
$.183, p.144 anfgestellt hat, 

(14.) -14-^*+^ = 22 I , ^ i , , 

Alsdann hat man fflr das erste Integral der Gleichoiig (13.) 
/-Vi eHy N fly /^"n^ (-iV-'y dy 

j Ky i^^jy —j ^tiyr^^y' 

oder indem man die Ordnung der Summalion nnd Integration vertauscht 



Nun wird aber das allgemeine Glied dieser Samme: 

/•* dy 1_ «^ 1_ 

und es kommt: 

(160 /*(J: - T=^)^ = *I(-ir4 = iioga, 

wie zu erweisen war. 
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Damit das zweite Integral der Gleiefaang (13.) die beabsichtigte Ge- 
stalt erhalte, Ist die Gleichung (14.) noch amzoformen, indem man das all- 
gemeine Glied der Reibe nach steigenden Potenzen von y entwickelt und den 
Rest vollständig angiebt. So folgt die endliche, fflr jedes y gflltige Gleichung 
y y i4 r* i y* y* i 

y»4.4»*«* ~ 4$*n* \ * (2*«)« ' (2»«)* (24«)» t * * * 

^ '' (2*n>2"-»^^ *'' (2«fi)'->-»(4«*«'+y»)( 
und durch Einfflbrnng derselben in (14.) 

Drückt man die als Coefficienten der Potenzen von y aaftretendcwi Summen 
durch die BernouUtischen Zahlen wie folgt aus, 

4;?77~ 2 ' (S^fF 2.3.4^ •• (2fi)»'"7«2'" ~ 2.3.. .2111 ' 
so entsteht die unserm Zweck entsprechende Gleichung 

^ ^^ 2.3. ..2my^ T^^ ^^ (2if)»-+'T^^^.^r^y 

welche man auch mit Hfllfe der von Poisson in der oben citirten Abhandlung 
angestellten Betrachtungen erhalten kann. Wenn man diesen Ausdruck in das 
Integral einsetzt, so wird dasselbe gleich einer Summe von (oi-f-l) Integralen, 
TOD denen die m ersten iü der Eulerschen Formel 

u 

enthalten sind. Schreibt man fOr diese ihre Werthe und hebt die Factoren 
der Facultät r(A:+l}=s2.3...Ar gegen die Factoren der Nenner, so wird 

(18.) 1^ |tl_ ».^+...+(-i)-_-^=^jj^+(,irF., 



Jovmal für Mathenuttlk Bd.LVL H.ftl. 
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Da das Integral V^ aas lauter positiven Elementen besteht^ so wird sein 

sam j 

Werth vergröfsert, wenn man statt des Factors -S — y— den für 

ys=zO gleichen, soost aber gröfsem Werth S n^^^ ^^^^^ Dann aber nimmt 

«sei • 

das Integral die Gestalt der ansgemittelten Integrale an, und wird gleich 
^j^^^p^^, undeslslmithia 

" ~ 2i»+1.8ifi+2'«FH^» 
WO e einen positiven echten Brach bezeichnet Demnach giebt die Verbindnng 
der Gieichnogen (13.)» (16.)> (18.) das schlie&licbe Resultat 

'logr(a+l) = iIog2a+«logii-«+iloga+|ii.-^^+.- 






(19.) 

4*1« 

Nunmehr ist die Behauptung gerechtfertigt, dafs den Gleichungen 

|y(a+l) — y(«) = loga, 
y(a4-l) = ilog27r-j.Älogii-ii+iloga + ^--j;i^^-f .- 
^^^^ 2i»i— 1 •2111a»—-*"»' ^ *^ 2m+i-2ifi+2 0^'"+»' 
wo n positiv ist, € irgend einen positiven echten Bruch and m jede beliebige 
Zabl mit Einscblofs der Null bezeichnet, die eindeutige Function log r{a) ge- 
nfigt, und man sieht, dafs diese Gleichungen den oben aufgestellten Gleichun- 
gen (4.) und (5.) genau entsprechen, da die der letztern vorgeschriebetfe 
Bedeutung hier nur in Zeichen ausgedräckt ist. Wenn man jetzt beweist, 
dafs durch irgend eine Benutzung der Gleichungen (20.) die Function (p{a) 
fQr jedes Argument a mit beliebiger Genauigkeit dargestellt werden kann, so 
folgt daraus die Identität der Function ^(a) und der eindeutigen bekannten 
Function log/^(a) ffir jedes Argument, und es steht fest, dafs den Gleichun- 
gen (20.) keine andre Function genügen kann, als logr'(a). Es löfst sich aber 
zeigen, wie jeder beljiebige Functionalwerth (p{a) durch die Gleichungen (20.), 
und zwar fflr eine fest gewählte Zahl m, so ausgedrückt wird, dafs die Ab- 
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weicbung der einschliefseDden Grenzen von einander nnter einer doch so 

kleinen Gröfse cd liegt. Sei das gegebene, nach der allgemeinen Voransselsmig 

positive Argument a, welches es wolle, so kann immer eine endliche ganze 

Zahl n von der Beschaffenheit gefunden werden, dafs die Gröfse 

g^-n i 

2m+1.2m+2 (a+ «)''"+' 

kleiner ist als die gegebene noch so kleine Gröfse (o. Dann giebt die 

(n-|-l)fache Anwendung der ersten Gleichung (20.) die schon oben benutzte 

Relation 

(p{a) == — loga — log(a + l) — •• — Iog(fl-fii)-f-y(Ä-f-ii4-l), 

und wenn man 9>(a4-n*f 1) durch die zweite Gleichung darstellt, so folgt 

die Entwicklung 

tpia) = — ^log(«+0 + *log2ji + («-f n)log(a+n)-(a+n) 

+ii.»(«+-)+^4;r-Ä-iiw+- 

WO fOr 2m4-i'2m4-2 (a+it)^*»-^* ^®^ gröfsere Werth (o gesetzt ist, nnd diese 
Entwicklung befriedigt die aufgestellte Bedingung, dafs ihr Fehler kleiner als oi 
sei. Giebt man der Zahl m einen andern Werth m', so mufs der der Zahl n 
entsprechende Werth n' durch die Bedingung 

2m'+i .2m'+2 (a+n')«'"'-»-^ ^ 
bestimmt werden, und man erhfilt eine vor der obigen verschiedene Darstel^ 
lung des Functionalwerthes 9>(a), wenn man in dieser, m' für m, ti' fOr n setzt 
Der Unterschied dieser beiden Ausdrücke ist aber kleiner als m, weil die 
Function 9(a) = log r(ii} eine eindeutige ist. 

Um die angestellten Betrachtungen auf die Voraussetzung auszudehnen, 
dafs o ein beliebiger reeller oder imaginfirer Werth sei, mufs zunfichst daran 
erinnert werden, dafs das Integral hr^y^^dy, damit es einen Sinn behalte, 

u 

den reellen Theil der complexen Gröfse a positiv erfordert*). Es sei 
a=Ar-ftf)^— 19 wo k nnd reell, und Ä:>>0 ist, und 



*) Vgl. Lejeune Diriehlei sur les integrales Enl^riennes. Bd. XV. d. Joum. p. 258. 

3* 
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so stellt die Gleichung 

ü -^ 

denjenigen Logarithmus der eindeutigen Function /^(A-f tf]/— 1) dar, welcher 
sich mit stelig ändert, und ffir 6=^0 in \o%t{k) Obergeht. Vermöge der 
Formel 

(9*0 log(* + öi/-l) = /(^y-r^»+^-»)y)^, 

y 

wo der imaginäre Theil des Logarithmus abgesehen von dem Factor ]/— 1 

zwischen — -=- und -f y '^^^^ erhält man aus (21.) die Gleichung 

(22.) logr(A:+l + ö]/^-l)-logr(Ä + ö|^-t) = Iog(*-föi/-l), 
welche der Gleichung (4.) entspricht. Durch diese Gleichung soll die Function 
log /"(A^-f ^1^ — ^) ^^^ ^^0 fortgesetzt werden, und zwar so, dals der imaginäre 
Theil des Logarithmus von (Ar4-^i/— 1) fOr A: = nach dem Zeichen von 
den Werlh ±^-^—1 habe, dagegen für k<iO abgesehen von dem Factor 

^—\ innerhalb der Grenzen y und -^ liege. FOr k>0 hat man nun die 
Gleichungen 

= ilog27r + (Ä+i+öy-l)log(Ä+Ä)^-l)-.(*+<?y-l) 

,©,__! g, 1 , 

■» 2 (&+e^— 1) 3.4 (*fe/-.i)* "»■••• 

C880 < +(— ir-'2m-7.2m (*+ö^-l)»~-* +<~*^'"*''"' 



u 



^H 



4;i« 



— 2m+1.2fi^+'2*2--^*^^ J^*^ *^' 
wo B und ^' numerisch unter der Einheit liegen. Dafs man ffir den reellen 
und den imaginären Theil des Integrals V^ eine numerische obere Grenze 

erhält, indem man 6 im Exponenten und -^ als Summanden im Nenner fort- 

iäfst, folgt daraus, dafs wenn bei einer Summe von positiven und negativen 
Gröfsen zuerst alle Vorzeichen positiv genommen und dann alle Summanden 
vergröfsert werden, das entstehende Resultat jedenfalls ein numerisch gröfseres 
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sein mnfs. Wird nun in der ersten Gleichiing (23.) fflr V^ der zwei 6ren- 
zen reprösenlirende Werth 2mH-lT2m+2 j^m+i (g+^V— 1) eingesetzt, so ist 
klar, dafs durch die Gleichungen (22.) und (23.) ^ von denen die erste fflr 
jedes, die zweite nur fflr ein positives k gilt, keine andre Function ausge- 
drückt werden kann, als die fOr jedes Argument definirle eindeutige Function 
log/'CA-j-^V — ')) welche genau mit der von Herrn Weierstrafs allgemein 

definirten Function Fc{k'\'0^—\)^=^ nkA-ßi/^W ^^^^^^V^^^^^^ Setzt man 
in der Gleichung (23.) m = 0, so gieht der Ausdruck 

(Ä + i + (9|/-l)log(Ä+(9,/-l)-(* + Öl/-l) 

eine Bestimmung för die Grenzen des imaginären Theils von \o%r{k'\-\'\-0^—\)^ 
wenn Ar >> 1 ist. Auch liefert die Anwendung der Relation (6.) einen Aus-» 

druck för die Summe -^log(A:-f /-f ^1^~1)9 vvelcher mit der von Gaufs an- 

gefflhrten jE^tr/i^rschen Reihe, und för iiis=0 mit dem von Laplace gegebenen 
Werth fOr eine Facultfit von grofser Gliederzahl übereinstimmt. 

§.2. 

Wir haben jetzt die Gleichungen (4.) und (5.) unter der Voraussetzung 

zu betrachten, dafs /iis=-^, und a irgend eine bestimmte positive Gröfse 

ist. Es wird sogleich angenommen, dafs a einen beliebigen reellen oder 

imaginären Werth A-j-^i^— 1 habe, nur mufs in der Gleichung (5.) der 

1 e^^ov-i 

reelle Theil A: positiv sein, und der Ausdruck .. , ^ ,_..„ = ., , g,^^ , wo 

j;;=arctg-r-, wird dadurch bestimmt, dafs fflr Ar^O der Bogen rj zwischen 
— -=- wnd +"5" 9 ^*^ k<iO aber zwischen -s- ond -^ zu nehmen ist. Nun- 
mehr wird gezeigt werden, dafs die Function 9(A:-f tf}/— 1) fflr A;>»0 gleich 

i /*^/e^y ir<*+^K-i)y\ 
dem bestimmten Integral jr-r / V, i—e-r jy^^^y *^*' ^^ ^"(^^ ^®^ 

Character einer Constante hat, und dafs fflr k^O die Gleichung (4.) selbst 
den Werth desselben bestimmt. 

Bezeichnet man zunächst das Integral selbst durch 9^(Ar-f tf)/— l)? so 
giebt die Anwendung der Gleichung 
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und der Eulerschen Formel 

(25.) /•^(»..v-o.^.-.^y _ Vr^hyr^ 

wo der Aasdrock ^ , ,_. „ den oben festgestellten Werth bat, die Relation 
(26.) 9,(Ä+t+(?|/^l)-y(*+<?/-.i) = -(jqr^Tzijjr- 

Da dieselbe nur für k'^0 gilt, so steht oichts im Wege, die Function 
(p{k'\-0^ — 1) fflr Ar^O so zo bestimmen, dafs sie dieser Gleichung genügt, 
wodurch sie vollkommen bestimmt ist, wenn der Werth von ,. , ^ . — jr^r wie 
oben genommen wird. Damit das Integral (35.) die verlangte endliche Ent- 
wicklung gebe, mufs der Ausdruck "*" -Tg-Li — ~^^ ^^^ ^^ ^^^ g^M die 
Einheit convergirendes a in log(Ar-}-0)/— 1) flbergeht, durch ein bestimmtes 
Integral ansgedrflckt werden. Ein solches giebt die Gleichung (95.), wenn 
mB erstens nach 6 zwischen den Grenzen und tf, und zweitens fflr = 
nach k von A: s= 1 bis k^i=k integrirt. So entsieht 



noJ 



r^-^r-er = i^^. 



und wenn man die erste Gleichung mit y^— 1 multiplicirt und zu der zweiten 
addirt, so erhAlt man die gesuchte Relation 

welche für tirs^\ in die Gleichung (9*.) flbergeht. Jetzt erhfih man durdi 
Anwendung der Gleichungen (24.), (250) (27.) die folgende 

(28.) 9(Ä:+l+tf)/-l) = 

wo der unter dem Integralzeichen befindliche Ausdruck fflr jedes y durch 
den folgenden ersetzt werden darf 

:r ^ * i—e-y 



LipsehiiZß über die Euler sehe SummenformeL 23 

der vorhin hergeleitet ist. Fahrt man m Integralionen nach der Formel (25.) 
ans, und wendet die Rednctionsgleichnng jr(<;-]-l)='^/^(<7) m^ so nimmt die 
Gleichung (28.) die folgende Gestalt an 

(29.) / w * L/_l^-•+Jl F 



F. =, 



mi^ff-;:(7^''"^-"'y--^ 



— ^•"+* 2.3.-2in4.2 Jk»~-H.+i ^*T*^V ^^' 
WO e und «^ numerisch kleiner als Eins sind. Du diese Gleichung und Giei^ 
chung (26.) in ihren allgemeinen Eigenschaften fespective den Gleichungen (23.) 
und (22.) gans analog sind« so ist alles von jenen gesagte unmittelbar auf 
diese anzuwenden, und man gelangt zu der Conclusion^ dub durch diese Glei- 
chungen, wenn in (23.) für V^ der Ausdruck 

eingesetzt wird, die Function q>(k-\'6y—l) fflr jedes Argnment eindeutig 
determinirt ist 

Jetzt glebt die Relation (6.) fOr eine endliche Summe von Werthen 
der Function — den folgenden Ausdruck, wo Ar-f n>>0 sein mnfs, 

C80.) - 



— ^^'i Kk\n\^^-\Y^^ +-- + »^4i 2.3...2m+2 (*+n)^-+<'+*^*+*y"^^' 
welcher verschiedene von Euler im 6^** Capitel der Differentialrechnung durch 
die Summenformel gewonnene Resultate umfafst« 

Sei zuerst a=l, so geht das Integral if{a) in die Form 

fl ^ 
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aber, deren Uebereinstiminang mit dem Integral der Gleichung (7.) durch die 
Substitution e^>=Ä hervortritt. Mithin isi y(a)= ^'y^^ - för ein positives 
reelles a, oder gleich der Function V^(a— 1} bei Gau ff. Man habe nun 0=0, 
Ar ==—9 einem rationalen Bruch, und deute die auf (tn-f-l) Glieder ausge- 
dehnte Reihe der nach den BernouilHschen Zahlen fortschreitenden Terme 
durch das Symbp! ßn^ an^ so nimmt die Gleichung (30.> diese Gestalt an 

1 _L t J « 



(31.) 



J'^ ß+r'^'^^ß+nr 



welche die Reiben von EuUr p. 443, 448, 449 enthält; und seine Constante 
D bat den Werlh 

Gaufs hat aber das Integral y^\^j3 wenn 4 ein rationaler Bruch ist, auf 
das Integral V/(l) und Kreisfundionen und Logarithmen zurQckgefOhrt*), so 
dafs die Constante D so ausgedrOckt werden kann 

D = ~|(v/Cl) + ^cotg^7i + iTU(2/^7r^ 

Nimmt man z.B. /5 = 1, y?=2, so ist D^^^— yj {!)-{' log2^ oder da 
y(l)= —0,57721566 ist, JD = 0,6351814. 

Zweitens verbinde man mit der Gleichung (30.)) wo noch a = l sein 
soll und k<C^'i diejenige, welche aus derselben entsteht, wenn man das Ar* 
gument gleich — Ar -f 1 — ^/^1 9 und die Gliederzahl n gleich p nimmt, durch 
Subtraction, so erhält man 

<^320 ^ k^t^dv-i - J. -k+t-ev-i 
= V(-Hl+''H)-VsA+<V-l)+Iog(Ar4-tt+tf/-l)--log(-Ä+/»-f 1-^-1) 

Es ist aber 

^(,-*-«,'-i)-v.c*+*y-i) =/' '-'"'-^t^""""V 

*) in der genannten Abhandlung p. 41. 
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gleich der linken Seite der Gleichung (32.) for it »/r-f 1 =; oc, und hat den 

Werth TZil i_ -2nie^kv^i) — 2") ^^^ ^^^ *** ^^^ Aufsalz ^lieber eine Reihe 
von vier Elementen"' (Band 54 dieses Journals, p.313) bewiesen habe. Setzt 
man die endlichen Zahlen n und /? -{- 1 gleich, und läfst Ar gegen die Null ab- 
nehmen, so entsteht die von Euler p. 459 gegebene Formel. 

Um för den Fall, dafs a<d, ein Beispiel durchzuführen, sei c^=|, 
A:=l, = 0; die Gleichung (30.) giebt dann die folgende: 

+ ä(i'»-i)+j^-|'4-+-+(-iA'lifc|=$i8-«-^- 

n ^ 
Es genügt zur Bestimmung des constanten Gliedes n = 9, m^=S zu nehmen, 
und man erbfilt so 

-7^r(T-—iB=r)y-*^y = +0,5535234, 

wodurch für ii = 1000000 der Werth der Summe =1998,5540234 wird. 

Nimmt man a;>l, so kann dem Integral (p(a) eine andere Gestalt 
gegeben werden, nämlich 

wo fOr a = k^d)f—i der Sinn der Potenzen der oben definirte und die 
Reihe immer convergent ist. Diese Reihe ist, wie man sieht, nichts andres, 
als die Summe der linhen Seite der Gleichung (30.) fOr n = oo; entfernt 
man daher unter der gemachten Voraussetzung <t>>1 diejenigen Gröfsen, 
welche auf beiden Seiten auftreten, und setzt Ar-fn^/» so nimmt die Glei- 
chung die folgende Form an 

welche, wenn a eine ganze Zabl ist, mit den Reihen p.450, 458 bei Euier 
zusammenfällt, und ein Beispiel fflr die Gleichheit einer convergenten und 
einer semiconvergenten Reibe darbietet. 

Journal IBr Mathemfttik Bd. LVI. Heft 1. 4 
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Zam Scblufs sei noch erwähnt, dafs wenn man in dem Restacsdruck V^ 
die Ordnung der Summalion und Integration vertauscht, durch Umformung des 
allgemeinen Summengliedes eine etwas genauere Bestimmung gewonnen wer- 
den kann. Es hatte V^ in der Gleichung (29.) den Werth 

und man sieht, dafs das F^ der Gleichung (18.) aus diesem erhalten wird, 
indem man es mit a multiplicirt, und a abnehmen läfst: dann nähert sich jr— 
der Einheit, und im Integral y^+^ der Function y^'^. Sei nun der Kürze wegen 
a'\'2m'\'\^=^p, 27iat=:u, so ersetze ich in dem Integral 

den Factor ^ , > durch das Integral — / er'^cosyzdz, und bekomme 

durch Vertauschung der Ordnung der Integrationen, und Ansführung der nach y 
zu nehmenden, diese Resultate 



W 



W 



r(p)/>V^ ^^<^""^g 4^) cos(,.arctgl/)\ 
— '2uJ ^ \ ik'+(z+0)yp + (*'+(a-ö)»)*P /^'' 





wo die Bogen der Tangente zwischen — -^ und -f-ö" Hegen. Hieraus er- 
kennt man, dafs fV positiv ist, und sowohl W als FF' numerisch unter der 
Gröfse "^ I (k^4.0*)kp '^TpS Hegen. Substituirt man diese Grenzausdracke 
der Function V^, so wird 

WO 6 positiv ist, und e wie e' numerisch unter der Einheit liegen. Diese 
Darstellung fahrt zu der Conclusion, dafs der reelle Theil der Function ^(Ar-f ^f^-1) 
durch unsere Reihen so ausgedrückt wird, dafs man den Sinn der jedesmaligen 
Abweichung von dem wahren Werlbe kennt, während dies bei dem imaginfiren 
Theil derselben nicht der Fall ist. 
Bonn, den 12. Joli 1857. 
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lieber die Raumeurven dritter Klasse und dritter 

Ordnung. 

(Von Herrn /?. Schröter zu Breslau.) 



Uie algebraischen Ranmcarven (Carven doppelter KrOmmang) lassen 
eine ähnliche Einlheilang zu^ wie diejenige ist, welche man in der Theorie 
der ebenen Curven kennt. Man nennt Raumeurven n'^'' Ordnung eine 
Carve doppelter KrOmroung, welche eine Ebene im Allgemeinen in n Punk* 
ten trifft und kann Raumcurve rif^'' Klasse eine solche Curve doppelter 
Krflmmnng nennen^ an welche i ich von irgend einem Punkte des Raumes im 
Allgemeinen n Osculationsebenen legen lassen. 

Herr Chasles, dem die Geometrie bereits so viele schöne Entdeckun- 
gen verdankt, hat die Raumcnrven dritter Ordnung in einer kflrzlich erschie- 
nenen Abhandlung ([Comptes rendus tome XLV pag. 189 annöe 1857, oder 
Jonrnal de mathematiques de M. Liouvilte tome II (2*^^ Serie) pag. 397} 
speciell untersucht und eine Anzahl von interessanten Eigenschaften gefunden, 
welche eine sehr merkwürdige Analogie dieser Curven mit den Kegelschnitten 
darbieten. Indem ich die nach dem Princip der Dualität jenen entsprechenden 
Raumeurven dritter Klasse geradezu untersuchte, bin ich zu einem Satze ge- 
langt, der zwar im Wesentlichen in den von Chasles a. a. 0. mitgetheilten 
Sfltzen enthalten ist, oder doch leicht daraus abgeleitet werden kann, der aber, 
wie mir scheint, verdient besonders ausgesprochen zu werden, weil er eine 
noch auffallendere Analogie zwischen diesen Raumeurven und den Kegel- 
schnitten documentirt; es ist folgender: 

,,Die Raumeurven dritter Klasse sind zu gleicher Zeit dritter Ord^ 

nung und umgekehrt.^' 
Um einen directen synthetischen Beweis dieses Satzes zu geben, bin 
ich von einer allgemeinen Definition der Raumeurven dritter Klasse ausge- 
gangen und habe zugleich die wesentlichsten Eigenschaften dieser Curven ab- 
geleitet, welche nach dem Prinzip der DualitAt jenen Sfitzen entsprechend sind, 
die Chasles a. a. 0. ohne Beweis mittheilt. Zugleich ergeben sich in Bezug 
auf diese Raumeurven dritter Ordnung und dritter Klasse interessante Be- 
ziehungen der PolaritSt, welche ein neues Beispiel darbieten für die Dualitfits- 

4» 
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Verhältnisse der Figuren im Räume. Bevor ich aber an die Sache selbst 
gehe, mufs ich die Arbeiten zweier dentschen Geometer anfahren, welche den- 
selben Gegenstand behandeln. Herr Möbius ([Barycentrischer Calkfll pag. 120 
(Leipzig 1827)} bat beilfiufig als Anwendung seiner barycentrischen Methoden 
die Raumcurven dritter Ordnung behandelt und mit Hülfe einer einfachen 
Rechnung mehrere ihrer Eigenschaften gefunden, deren wesentlichste mir fol- 
gende scheint: 

„Jede Osculationsebene einer Raumcurve dritter Ordnung schnei-- 
det diejenige developpable Oberfläche, deren Wendecurve (arrete de r«- 
brofissement) die gegebene Raumcurve ist, in einem Kegelschnitte 

Dieser schöne Satz des genialen Geometers ist die Basis ffir unsere 
Behandlung der Raumcurven dritter Klasse. Herr Chasles giebt ihn ebenfalls 
in seiner Abhandlung an. 

Aufserdem hat Herr Seidewitz eine Abhandlung Aber die Raumcurven 
dritter Ordnung und dritter Klasse publicirt (Grunert^s Archiv der Mathe- 
matik und Physik pag. 203. 1847}, jedoch ohne die Identilfit dieser Curven 
bemerkt zu haben. Sein Ausgangspunkt ist die Erzeugung der Raumcurve 
dritter Ordnung durch zwei projectivische Raumbflschel, welche auch Chasles 
a. a. 0. angiebt. 



1. Mmmt man zwei Kegelschnitte, A und B, in zwei verschiede^ 
nen Ebenen a und b an, deren Schnittlinie eine gemeinschaftliche Tan- 
gente beider Kegelschnitte sei, so werden sdmmtliche Ebenen, welche 
gleichzeitig beide Kegelschnitte berühren, die sämmtlichen OsculaiionS" 
ebenen einer Raumcurve dritter Klasse sein, d. h. alle diese Ebenen be- 
rühren eine developpable Oberfläche, deren Wendecurve die betrachtete 
Raumcurve ist. 

Man construirt irgend eine dieser Ebenen, indem man von einem be- 
liebigen Punkte p der Schnittlinie {a,b) die beiden noch übrigen Tangenten 
an die Kegelschnitte A und B zieht und durch dieselben eine Ebene legt; 
sei c eine solche Ebene, so wird dieselbe von allen abrigen Osculationsebenen 
in solchen Geraden geschnitten, die einen bestimmten Kegelschnitt C einhüllen, 
der selbst die beiden Schnittlinien {a, c) und {b, c) berührt. Denn die beiden 
Geraden {a,c) und {b^c) werden von der ganzen Schaar Osculationsebenen 
in zwei projeclivischen Punktreihen QSfeiner, Abhängigkeit geom« Gestalten 
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pag. 139) geschnitteD, welche mit der Punktreihe, die p auf {a, h) durchläuft, 
projectiviscb sind; also hOUen die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
einen Kegelschnitt ein, der selbst die Geraden {a, c) und {b, c) berührt. Wir 
haben also in jeder Osculationsebene x einen bestimmten ihr zugehörigen 
Kegelschnitt X und zur vollstfindigcn Bestimmung der Raumcurve genügt es, 
irgend zwei Oscnlationsebenen mit den beiden in ihnen befindlichen Kegel- 
schnitten (welche immer die Schnittlinie zur gemeinschafllichen Tangente 
haben) wiUkflrlich anzunehmen. 

Dafs es von einem beliebigen Punkte im Räume im Allgemeinen drei 
Oscnlationsebenen an die Curve giebt (von denen auch zwei imaginär sein 
können) erkennt man unmittelbar, indem man diesen Punkt mit den beiden 
Kegelschnitten A und B verbindet und an die beiden dadurch erhaltenen 
Kegel, welche offenbar eine gemeinschaflliche Tangentialebene haben, die drei 
noch flbrigen gemeinschaftlichen Berflhrungsebenen legt, welches die gesuchten 
drei Osculationsebenen sein werden. Hieraus folgt, dafs die oben definirte 
Raumcurve in der That von der dritten Klasse ist und dafs dieselbe voll-' 
ständig bestimmt ist durch sechs willkürlich angenommene Osculalions^ 
ebenen; denn nehmen wir zwei von den gegebenen sechs Ebenen, a und b, 
heraus, so bestimmen die vier fibrigen in jeder vier Schnittlinien, welche zu- 
sammen mit der Schnittlinie (a, b) als die fflnf Tangenten zweier Kegelschnitte 
A and B angesehen werden können; durch diese ist aber, wie wir oben 
gesehen haben, die Raumcurve vollständig bestimmt und man kann auf lineare 
Weise soviel andere Osculationsebenen construiren als man nur will, in- 
dem es nach dem Brianchonsehen Satze allein mittelst des Lineals möglich 
ist, wenn fünf Tangenten eines Kegelschnitts gegeben sind, aus einem belie- 
bigen Punkt einer derselben die andere noch mögliche Tangente an den 
Kegelschnitt zu construiren. 

2. Seien a, b, c, d irgend vier Osculationsebenen der Curve; wie 
wir eben bewiesen haben, werden die beiden Geraden ia,b) und (a^c) von 
der ganzen Scbaar Osculationsebenen in zwei projectivischen Punktreihen ge- 
schnitten; auf gleiche Weise aber auch (a,c) und {c,d)^ folglich auch die 
beiden Geraden {a,b) und {c,d). Wir schliefsen daraus: Die Schnittlinie 
zweier festen Osculationsebenen und die Schnittlinie zweier andern festen 
Osculationsebenen werden von allen übrigen Osculationsebenen in zwei 
projectivischen Punktreihen geschnitten, was man auch folgendermaafsen 
aussprechen kann: We$in vier feate Oaculationsebetien die Schnittlinie 
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zweier andern in vier Punkten treffen, so hat das anharmomsche Ver- 
hdltnifs dieser vier Punkte immer denselben Werth^ welches auch die 
Schnittlinie der beiden Osculationsebenen sei. Da diese Gerade im speciel* 
len Falle anch eine Tangente der Raamcurve sein liann, nämlich die Schnitt- 
linie zweier unendlich nahen Osculationsebenen, so folgt insbesondere: 

Vier feste Osculationsebenen treffen irgend eine Tangente der 
Raumcurve in vier Punkten, welche immer dasselbe anharmonische Ver^ 
haitnifs haben. 

FQgen wir sogleich zu den beiden Paaren a und b, c und d noch 
ein drittes Paar von Osculationsebenen e und /* hinzu, so wird die Schnitt- 
linie (e,f) von der ganzen Schuar Osculationsebenen ebenfalls in einer mit 
jenen projectiviscben Punktreihe getroffen werden, und weil eine Ebene durch 
drei Punkte bestimmt ist, so folgt der Satz: 

Wenn man auf drei beliebig im Räume gegebenen Geraden drei 
projectivische Punktreihen hat, so beschreibt die Ebene, welche durch 
drei entsprechende Punkte geht, eine Raumcurve dritter Klasse. 

Man kann auch leicht direct zeigen, dafs die von dieser beweglichen 
Ebene beschriebene Curve die characteristische Eigenschaft hat, dafs durch 
einen beliebigen Punkt des Raumes im Allgemeinen nur drei ihrer Osculations- 
ebenen gehen; bezeichnen wit* mit p, p\ p'^ drei entsprechende Punkte auf 
den drei Geraden und durch P einen beliebigen Punkt des Raumes, so wird 
eine Ebene, die wir durch P, p, p* legen, einen Kegel zweiter Ordnung be- 
schreiben und dasselbe wird die Ebene Ppp*' tbun ; diese beiden Kegel haben 
eine gemeinschaftliche Tangentialebene, welche nämlich durch P und die erste 
Gerade geht, mithin Im Allgemeinen noch drei andere gemeinschaftliche Be- 
rOhruogsebenen, welches die gesuchten drei Osculationsebenen der Raumcurve 
sind, die durch P gehen, w. z. b. w. 

3. Es ist nicht schwer, sowohl die Tangente als auch den Berflhrungs- 
punkt der Raumcurve in jeder Osculationsebene zu construiren. Seien die 
beiden Ebenen a und b mit ihren Kegelschnitten A nnd B gegeben nnd man 
legt von einem Punkte p der Schnittlinie {a, b) die beiden noch Abrigen Tan- 
genten an die Kegelschnitte A nnd B, welche sie respective in a und ß be- 
rühren mögen, so ist die Verbindungslinie aß eine Tangente der Cnrve (die 
der Osculationsebene {paß) angehört); denn nehmen wir die der Osculations- 
ebene {paß) unendlich nahe Osculationsebene, indem wir p auf der Geraden 
{a,b) unendlich wenig fortrücken, so bleiben die Punkte a und ß dieselben. 
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also ist die Schnittlinie der beiden nnendlich nahen Osculationsebenen die Ver- 
bindnngslinie aß, nnd diese mithin eine Tangente der Raumcurve. 

Um den Punkt selbst, in welchem die Tangente aß die Raumcurve 
beröhrt, zu finden, denken wir uns in der Osculationsebene (paß)^ die wir mit 
c bezeichnen wollen, den ihr zugehörigen Eegelschritt C construirt (l.)? so 
wird derselbe die Gerade aß in einem Punlite / berüliren, welches der ge- 
suchte 1 inkt der Raumcurve ist; denn da sämmtliche Osculationsebenen die 
Ebenen c längs Tangenten des Kegelschnitts C schneiden, so wird die dritte 
unendlich nahe Osculationsebene die Tangente aß in ihrem Berührungspunkte 
schneiden ; dieser ist also der Schnittpunkt dreier unendlich naher Osculations* 
ebenen, mithin ein Punkt der Curve selbst Um in irgend einer Osculations* 
ebene x die Tangente und den BerOhrungspunkt der Curve zu finden, ergiebt 
sich folgende Constrnction: Man fasse irgend zwei andere Osculationsebenen 
a und b mit ihren Kegelschnitten A und B als die ursprünglichen auf, so 
wird die Schnittlinie (a, x) den Kegelschnitt A und die Schnittlinie (b, x) den 
Kegelschnitt B berühren, die Verbindungslinie beider Beröhi*ungspunkte ist 
die gesuchte Tangente; diese berührt aber auch den bestimmten Kegelschnitt 
X, welcher der Osculationsebene x zugehört, und der Berührungspunkt ist 
der gesuchte Punkt der Raumcurve. 

Da man mittelst des BriancAonsdien Salzes sowohl die Tangenten als 
ancb die in ihnen liegenden Berührungspunkte eines durch irgend fünf Tan- 
genten gegebenen Kegelschnitts auf lineare Weise construiren kann, so folgt 
unmittelbar aus der vorigen Construction nnd nach 1«, dafs man aus sechs 
gegebenen Osculationsebenen beliebig viele andere und in jeder die Tangente 
und den Punkt der Raumcurve auf lineare Weise (d. h. durch blofses 
Ziehen von geraden Linien und Ebenen) construiren kann. Suchen wir noch 
in den Osculationsebenen a und b selbst die Tangenten und Punkte der Curve, 
so finden wir, dafs, wenn {a,b) den Kegelschnitt A in m und ß in n be- 
rührt, die aus n an ^ gelegte zweite Tangente in /i und die aus m an ß 
gelegte andere Tangente in U berühren mag, t^ und ^ die gesuchten Punkte 
der Raumcurve, t^n und t^m die gesuchten Tangenten derselben in diesen 
Punkten sind. 

4« Alle Tangenten der Raumcurve bilden eina developpable Oberfläche, 
deren Wendecurve eben die betrachtete Raumcurve ist. Nach der vorher- 
gehenden Construction einer Tangente der Curve ist es klar, dafs die de- 
veloppable Oberfläche die beiden Kegelschnitte A nnd B vollständig enthalten 
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wird , mithin aach jeden andern Kegelschnitt X der respectiven Osculations- 
ebene x, also: Der geometrische Ort sämmtlicher Kegelschnitte X, die 
respective in den Oscutationsebenen x liegen, ist eine developpable Oher^- 
fläche, die von den Tangenten der Raumcurve gebildet wird. 

Es ist klar, dafs man ?on einem gegebenen Pnnkl des Ranroes im 
Allgemeinen nur drei Tangentialebenen an diese Oberfläche legen kann, nim- 
lieb die drei Osculaiionsebenen an die Ranmcurve dritter Klasse, welche ihre 
Wendecurve ist. Nicht so unmittelbar ergiebt sich, dafs diese Oberfläche 
von der vierten Ordnung ist, d. h. irgend eine gerade Linie dieselbe im 
Allgemeinen in vier Punkten trifft. Dies fliefst ans folgender Betrachtung: 

Sei / eine willkfiriich im Räume gegebene Gerade, welche die Os- 
culationsebene a in dem Punkte P treffe; Ififst man um / eine Ebene sich 
drehen, so beschreibt dieselbe ein Ebenenbfischel und schneidet die Ebene a 
in einem Strahlbflschel , dessen* Mittelpunkt P ist; irgend ein Strahl dieses 
Strahlbfischels treffe den in a befindlichen Kegelschnitt A in den beiden Punk- 
ten S und ^; legen wir nun in | die Tangente an A, welche die Schnittlinie 
(a, b) in p treffe und aus p die Tangente an den Kegelschnitt B, welche in 
t] berühre und machen dasselbe für den Punkt ^, so dafs wir einen Punkt p' 
auf (a, b) und rj' auf B erhalten, so wird, während sich die Sekante §§' um 
den festen Punkt P dreht, das Punktenpaar /i/f' ein Punktsystem (Involutions- 
aystem) durchlaufen und folglich wird, nach bekannten Eigenschaften der Kegel- 
schnitte, die Sekante ijt]' durch einen festen Punkt Q der Ebene b laufen (der 
nicht auf dem Kegelschnitte B liegt), und die beiden Strahlböschel , deren 
Mittelpunkte P und 0, und deren je zwei entsprechende Strahlen S§' und rpj' 
sind, werden projectivisch sein. Nimmt man daher auf der Geraden / irgend 
einen Punkt O an und legt Ebenen durch OS^ und durch Orir/, so erhält 
man zwei projectivische Ebenenbüschel, deren Axen OP und OQ sich in O 
schneiden, die also einen Kegel zweiten Grades erzeugen (^Sf einer, Abhän- 
gigkeit geom. Gestalten pag. 138). Dieser Kegel schneidet die Ebene b in 
einem Kegelschnitt K und die beiden Kegelschnitte K und B haben im All- 
gemeinen vier Schnittpunkte; legt man durch dieselben und die Gerade / 
Ebenen, so erhält man vier Ebenen, welche die Raumcurve berühren und folg- 
lich vier Tangenten derselben enthalten; die vier Punkte, in denen diese die 
Gerade / treffen, gehören also der developpablen Oberfläche an; mithin ist 
diese von der vierten Ordnung, w. z. b. w. 

Dasselbe läfst sich auch so «nssprechen : 
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Durch eine beliebige Gerade im Räume gehen im Allgemeinen nur 
vier Ebenen, welche die RaUmeurve dritter Klasse berltAren. 

Da aus dem Obigen einleachtet, dafs jede Osculationsebene der Raum* 
corve zngleicb Tangentialebene der developpablen Oberfläche ist^ so wird eine 
beliebige Ebene E die developpable Oberfläche in einer Corvo schneiden, 
welche eingefaflUt wird von den sfimmtUchen Schnittlinien aller Oscnlations«» 
ebenen mit der Ebene £7; da sich aber Von einem Punkte nor drei Osonlalions- 
ebenen legen lassen und eine Gerade nur in yier Punkten der deToloppablen 
Oberfläche begegnet, so folgt: 

Eine beliebige Ebene eckneidet die developpable Oberfläche in 
einer Curve dritter Klaese und vierter Ordnung. 

Hieraus folgt, dafs die Scbnittcurve der Ebene B mit der developpablen 
Oberflflohe eine Doppeltangente haben mufe, was sich denn auch in der That 
geradezu einsehen Iflfst; denn wir dQrfen es nur so aussprechen: 

In einer beliebigen Ebene E giebl es nur eine einzige bestimmte 
Gerade, . durch welche zwei Osculationsebenen der Raumcurve dritte 
Klaeee gehen. 

Lassen wir nfimlich auf der Schnittlinie (£» a) der beiden Ebenen E 
und a einen Punkt a laufen und legen aus ihm jedesmal die beiden Tangen- 
ten an A, welche {a,b) in den Punkten p und p' treffen, ferner aus p und 
p* die beiden noch übrigen Tangenten au den Kegelschnitt B, welche sich in 
B treffen mögen, so wird bei der Bewegung pp^ ein Punktsystem und folglich 
der Punkt B eine bestimmte Gerade durchlaufen, welche die Schnittlinie {E, b) 
nur in einem Punkte Bo trifft; die aus B^ an B gelegten Tangenten treffen 
{a, b) in ^u ^^^ Po und die Tangenten aus diesen Punkten an A begegnen 
sich in Oq der Schnittlinie {E,a)\ die Linie OqBo i^^ die einzige in der Ebene 
B, durch welche zwei Osculationsebenen der Raumcurve gehen, also eine 
Doppeltangente der Scbnittcurve von der developpablen Oberfläche mit der 
Ebene E, w« z. b. w. 

5. Denken wir uns von irgend einem Punkte p die drei Osculattons- 
ebenen an die Raumcurve dritter Klasse gelegt, welche wir mit a, b, c be- 
zeichnen wollen, so haben wir in ihnen respective drei bestimmte Kegelschnitte 
A, B, C, von denen 

A und B die Schnittlinie iftfb) gleichzeitig berflhren 
B und C - - (*,c) 

C unA A - - (c,ä) 

Journal für Mathematnc Bd. LVL H«ft 1. 5 
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Es hangt aber der Kegelscbnitt C auf gewisse Weise von den beiden Kegel- 
schnitten A und B ab, und zwar folgendergestalt:*) 

Möge die Gerade {a, b) den Kegelschnitt ^ in c and B in Ci berfihren, 
so wird nach 3. die aus Ci an A gelegte andere Tangente in /i und die 
ans c an B gelegte andere Tangente in ^2 berflhren, wo tt nnd /, diejenigen 
beiden Punkte der Raumcurve bedeuten, fflr weiche a nnd b Osculationsebenen 
sind. Nehmen wir nun (a,e)^ welche A in 61 und C in 6 berühren mag, 
so mufs die aus ( an ^ gelegte Tangente den Kegelschnitt A in demselben 
Punkte /| berühren, d. h. h mufs der Schnittpunkt von (a,c) und der Tan- 
gente in /,, d. h. Citg sein oder 6, Ci, t^ liegen in einer Geraden, und nehmen 
wir drittens {b,c)^ welche in a und C in ai berfihren mag, so mOssen 
c, tti, ^ in einer Geraden liegen; die Verbindungslinie aBi wird aber den 
Kegelschnitt C in f^ berOhren (welcher der Raumcurve angehört). Wir 
haben also 

h Ci fi in einer Geraden 

c tti ^ - - - . 

a 61 /, - - 
ferner liegen selbst verstfindlich 

€ Ci p in einer Geraden 

a ai /> - - 

h i), p ^ ^ 

Nun findet sich in jeder Ebene ein Kegelschnitt mit einem ihm umschriebenen 
Dreieck und die 10 Punkte 0, ai, 6, S|, c, Ci, /|, /s) ^9 P vertbeilen sich 
auf die Ecken und BerOhrungspunkte der umschriebenen Dreiecke, so dafs 
die Ecken der drei Dreiecke heifsen: 

h c p 
c üi p 
a ii p 

und die respecliveil Berflbrungspunkte der Seiten 

^ c 6, 

^ B ai. 
Nach einem bekannten Satze schneiden sich nun bei einem dem Kegelschnitt 



*) Der Leser wird sich ohne Mähe die betreffende Figur selbst entwerfen können. 
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umschriebenen Dreiecke die Verbiodungslinien der Ecken mit den BerObrungs*^ 
punkten der gegenfiberliegenden Seilen in einem Punkte, d. h. 

6 c 61 Ci pti in einem Punkte a 

i^ Cia, pk -- ^ - ß 

ah üi^i ptz -- " - y. 

Hieraus leuchtet unmittelbar ein, dafs die drei Punkte a, /9, y in einer Geraden 
liegen müssen, denn sie liegen einmal in einer durch die drei Punkte a, 69 c 
gelegten Ebene und zweitens auch in einer durch die drei Punkte ai, 61, Ci ge- 
legten Ebene, folglich in ihrer Schnittlinie, d. b. in einer Geraden. Legen wir 
aber durch p und diese gerade Linie eine Ebene, so mufs diese nach nnserem 
Schema die drei Punkte ti, (2, ^ enthalten 5 also schliefsen wir folgenden 
Fundamentalsalz: 

Wenn man aus einem beliebigen Punkte die drei Osculationsebenen 
an eine Raumcurve dritter Klasse legt^ so liegen die drei Berührungen 
punkte mit dem Punkte selbst in einer Ebene; und umgekehrt: Irgend 
drei Osculationsebenen einer Raumcurve dritter Klasse schneiden sich 
in einem Punkte, welcher selbst in der durch die drei Berührungspunkte 
gelegten Ebene liegt. 

6. Aus diesem Satze geht bereits hervor, dafs die Raumcurve dritter 
Klasse nur von der dritten Ordnung sein kann, und auch das Umgekehrte: 
Denn wenn irgend eine Ebene die Curve in mehr als drei Punkten schnitte, 
so mflfsten die Osculationsebenen in diesen Punkten sftmmtlich durch einen 
Punkt laufen (welcher in dieser Ebene selbst liegt, also schon durch zwei 
der Osculationsebenen bestimmt ist), folglich wäre die Curve von einer höheren 
als der dritten Klasse, was gegen die Annahme ist. Indessen wollen wir 
auch ganz direct die Identität unserer Raumcurve dritter Klasse mit der all- 
gemeinen Raumcurve dritter Ordnung nachweisen. Halten wir nämlich von 
den drei Osculationsebenen a, b, c die beiden ersten a und b fest, verändern 
aber die dritte, so bleiben die Punkte /^ und ^ fest, der Punkt /, durchläuft 
die ganze Curve und p die Schnittlinie (^a,b)\ die Ebene i^ptxt^) enthält aber 
den veränderlichen Punkt /,. FOgen wir zwei andere feste Osculationsebenen 
a' und V hinzu ; die Osoulationsebene c möge {a\ V) in p^ treffen , die Be-* 
rQbrungspunkte von a* ond V seien ^, /«; dann mufs die Ebene (p'/[t!i) eben* 
falls durch den Punkt t^ gehen; nach dem in 2. bewiesenen Satze durch- 
laufen nun p und p' zwei projectiviacbe Punktreihen während der Bewegung 

5* 
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von e, also die Ebenen (ptit2) und (p'i'iti)^ auf deren SchnlUlinio A lieffen 
mufs, beschreiben zwei projectiviscbe Ebenenbfisohel, deren Eraettgirifi be^ 
kenntlich ein einfaches Hyperboloid ist C^temer, Abbftngigkeit geom. Gast 
pag. 194). Hierans geht hervor, dafs die betrachtete Raumcarve voUstAndig 
auf einem Hyperboloid liegen mufs; fflgen wir endlich noch ein drittes Paar 
Oscnlationsebenen a^' nnd b'^ mit den Berflhrangspankten fi and t^' hinzo, und 
werde die Schnltdinie (a'^ b^) von der veränderlichen Ebene c in //' getroffen, 
so mflssen sich die drei Ebenen (ptMy (p'titi)^ (p'^'^i) in dem Punkte ^ 
schneiden; und da auch die dritte Ebene ein mit Jenen beiden projecfiviiobes 
Ebenenbflschel beschreibt, so erhalten wir folgenden Satz: 

Wenn man um drei im Räume gegebene feete Gerade Ebenen 
drehen täfef, welche drei projeclivieche Ebenenbüechel beechreiben, eo 
wird der Schnittpunkt je dreier entsprechenden Ebenen eine Raumcurve 
beschreiben, welche mit unserer Raumcurve dritter Klasse identisch ist 

Dieser Satz entspricht nach dem Gesetze der Dnalitftt voUstfindig dem 
anfangs in 2. ausgesprochenen Satz und zeigt also, daü die allgemeine üatcin- 
curve dritter Klasse auch zugleich eine allgemeine Raumcurve driUer 
Ordnung ist, und umgekehrt. So wie die Ebenen (pt^t^) und (p't[£^ iich 
auf einem Hyperboloid schnitten, werden auch die Ebenen (pt^t^ und (p''t[%^) 
sich aaf einem zweiten Hyperboloid schneiden, woraus denn unmittelbar her- 
vorgeht, dafs unsere Raumcurve die Schniftcurve zweier einschaligen Hjfper- 
boldide ist, welche eine gemeinschaftliche Gener atrix (tgtt) haben. 

7. Wir können von dem Satze in 5. noch eine andere Anwendung 
machen. Nehmen wir irgeind vier Oscnlationsebenen a, b, c, d mit den 
respectiven Berährongspunkten <i, <^t, Z^, I4 der Raumcurve; sei femer 
p der Schnittpunkt der Ebenen a, b, d, 
y - • - ^ a, Cf d, 

so liegen nach 5. die Punkte 

Pf ^i^ I21 I4 In einer Ebene 

yi '19 '51 '♦ - - 

Halten wir die Ebenen a, b, c fest und verändern die vierte Ebene d, so 

durchlaufen nach 2. die Punkte p und 9 respective auf den Geraden (a, b) 

und {Of c) zwei projectiviscbe Punktreihen. Die veränderliche Ebene 

(txtiUp) geht durch die feste Gerade t^t^ 

(f,tM) - - - - - #,/,. 

Diese beiden Ebenen bilden also während der Bewegung zwei projectiviscbe 
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Ebeoenbflsobel, weil p nnd q ewei projectiviscbe Ponktreihen darchlaafen. 
Die.Schnittliiiie je sweier entsprechenden Ebenen enthält den Punkt /4V und da 
diese Crerade einen Keg^l a^weiter Ordnung beschreibt (dessen Mittelpunkt t^ 
ist), so wird unsere Ranmcurve nothwendig auf einem Kegel sweiter Ord- 
nung liegen, oder mit andern Worten: 

J0der Keget, welcher durek die Ranmcurve geht und ^eine Spitze 
in einem ihrer Punkte hat, iel ein Kegel zweiter Ordnung. 

Hieraus ergiebt sich» dafs die Raumcurve dritter Klasse betrachtet 
werden kann als die Sehmtteurve zweier Kegel zweiter Ordnung, welche 
dnen gemeinschaftlichen Strahl haben (die Verbindungslinie der beiden 
Spitsen). Hieraus geht ebenfalis hervor, dafs unsere Raumcurve dritter Klasse 
lugleich die allgemeine Raumcurve dritter Ordnung ist, welche von einer be^ 
Bebigen Ebene nur in drei Punkten getroffen werden kann. Diese Definition 
der Raumcurve dritter Ordnung ist der Ausgangspunkt fflr Chaelee in der im 
Eingange angefahrten Abhandlung; sie entspricht nach dem Prinzipe der 
Dnalitfit der Definition, von welcher wir in 1« ausgegangen sind, und berechtigt 
uns zu dem bemerkenswerthen Schlüsse, dafs die Raumcurve dritter Ord- 
nung oder Kiaeee dae analoge Gebilde im Räume, von dem^ was der 
Kegelschnitt in der Ebene ist. 

8. Die Definition der Raumcurve dritter Ordnung als Schnittcurve 
zweier Kegel zweiter Ordnung, welche einen gemeinschaftlichen Strahl haben, 
fuhrt unmittelbar zu einer neuen Definition derselben auf projectivischem Wege. 
Wenn matt zwei projectiviscbe BOschel im Räume hat, so werden sich im 
Allgemeinen zwei entsprechende Strahlen derselben nicht treffen; es wird 
abw besondere Paare von entsprechenden Strahlen geben, welche sich schnei- 
den, und der Ort der Schnittpunkte solcher Strahlen ist die allgemeine Raum- 
curve dritter Ordnung, so dafs wir den Satz aussprechen können: 

Der Ort der Schnittpunkte je zweier entsprechenden Strahlen von 
zwei profectivischen Raumbüscheln ist eine allgemeine Rautneurve dritter 
Ordnung, welche selbst durch Jüe beiden Mittelpunkte der Raumbüschel 
hindurchgeht. 

Der einfache Beweis, welchen Seidewitz in der im Eingange ange- 
fahrten Abhandlung von diesem Satze giebt, ist im Wesentlichen mit dem 
folgenden abereinstimmend; 

Seien O und O' die Mittelpunkte der beiden projectivischen Raum- 
bOsehel, so kann der VerbindnngsstrabI 00' als dem Baschel angehörig 
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betrachtet werden (in diesem Falle beifse er O, oder dem Bflschel O' (in 
diesem Falle beifse er /*'); im ersten Falle hat der Strahl e einen bestimmten 
entsprechenden Strahl e' im Bflschel (f, und im zweiten Falle einen ent- 
sprechenden Strahl f im Bflschel O. Drehen wir eine Ebene @ nm den Strahl 
e, 80 hat dieselbe eine bestimmte entsprechende Ebene Q\ die sich um e' 
dreht. Die Schnittlinie der beiden Ebenen @ and (F kann als ein Strahl des 
Bflschels O' betrachtet werden und hat also einen bestimmten entsprechenden 
Strahl im Bflschel O, der in der Ebene @ liegt; mithin schneiden sich zwei 
entsprechende Strahlen der beiden Raumbflschel in einem Punkte der Schnitt* 
linie (6, d') nnd dieser gehört also zu dem gesuchten Orte. Nun ist klar, 
dafs während der Bewegung die beiden Ebenen @, S' zwei projectivische 
Ebenenbflscbel beschreiben werden, ihre Schnittlinien also einen Kegel zwei* 
ter Ordnung erzeugen, welcher seinen Mittelpunkt in (^ und zu einem 
Kegelstrahle O'O hat; auf diesem Kegel. mflssen alle Punkte, welche dem ge* 
suchten geometrischen Orte angehören, liegen. Nehmen wir nun anderseits 
statt der beiden Geraden € und e' die beiden andern Geraden f nnd f, so 
erhalten wir einen zweiten Kegel, der seine Spitze in O und zu einem Kegel- 
strahle 00' hat; der gesuchte geometrische Ort ist also die Scbnitlcnrve 
zweier Kegel, die einen gemeinschaftlichen Strahl haben, w. z. b. w. 

Dieser Definition der Raumcurve dritter Ordnung steht nun nach dem 
Prinzip der Dualitfit eine reciproke Definition zur Seite, welche Seidewitz 
ebenfalls angiebt, ohne indessen bemerkt zu haben, dafs dieselbe Curve da- 
durch definirt wird, denn er nennt das zweite Erzengnifs ausdrflcklich einen 
excentrischen Kegel dritter Klasse. Die zweite Definition ergiebt sich fol- 
gendermafsen: 

Wenn man zwei beliebige Ebenen projectiyisch auf einander bezieht, 
so wird jeder Geraden der einen Ebene eine bestimmte Gerade der andern 
Ebene entsprechen, aber es wird nicht Jede von diesen Geraden mit der ihr 
entsprechenden in derselben Ebene liegen, sondern nur gewisse, und die durch 
solche entsprechende Geradenpaare gelegten Ebenen sind die Osculationsebenen 
einer Raumcurve dritter Klasse, also: 

Sind im Räume zwei projectivische Ebenen in betielnger schiefer 
Lage gegeben, so giebl es in denselben unzählige Paare entsprechender 
Geraden, welche in einer Ebene liegen, und alle diese Ebenen sind die 
sdmmilichen Osculationsebenen einer Raumcurve dritter Klasse, zu denen 
auch die beiden gegebenen gehören. 
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Der Beweis dieses Satzes ist dem vorliin gegebenen vollständig analog 
and fQhrt su der Definition l.^ dafs nfimlich solche Ebenen sfimmtlicb zwei 
bestimmte Kegelschnitte ^ und B in den beiden gegebenen Ebenen a and b 
gleichseitig berQbren, wflbrend die Schnittlinie {a,b) eine gemeinschaftliche 
Tangente der beiden Kegelschnitte A and B ist 

9. Der Satz in 5., welcher den eigentlichen Schwerpankt unserer 
Betrachtungen bildet, und den CAaales zuerst in seiner Abhandlung angegeben 
hat, fährt zu interessanten Polareigenscbaften unserer Raumcurve, welche in 
eigenthflmlicher Beziehung stehen zu denen der Kegelschnitte und der Ober- 
flächen zweiter Ordnung. 

Seien von einem beliebigen Punkte, den wir Pot nennen wollen, die 
drei Osculationsebenen an die Raumcurve gelegt und durch die drei Be- 
rflhrupgspunkle eine Ebene, welche Potarebene heifsen soll, so sagt der er- 
wähnte Salz aus: Der Pol liegt in der Polarebene. 

Fassen wir irgend vier Osculationsebenen a, b, c, d auf mit den Be- 

rObrungspunkten 'i, /}, ^, /4 und bezeichnen die Ecken des von jenen Ebenen 
gebildeten Tetraeders 

(Jbß c, d) mit a 

{c, d,a) - B 

{d,a,b) . c 

(a, *, €) • b, 

so liegt nach dem obigen Satze a mit den drei Berahrungspnnkten der aus 
ihm an die Raumcurve gelegten Osculationsebenen in einer Ebene, d. h. 

a /i fs /4 in einer Ebene 

h h U h ^ ^ 

c U t, t2 - - 

& /i 4 <3 - - 
also das Tetraeder, welches zu seinen Ecken die vier Berfihrungspunkte 
'i9 li^ '39 ^4 bat, ist dem ersteren nicht nur ein- sondern auch gleichzeitig 
umgeschrieben, also: 

Vier Punkte einer Raumcurve dritter Ordnung bilden ein Tetraeder, 
die vier Osculationsebenen in denselben ein zweites Tetraeder; jedes ist 
dem andern gleichzeitig ein-- und umgeschrieben (Mölnus, dieses Journal 
Bd.III, pag.273). 
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Hieraus ergiebt sich eine sehr einfache lineare Constroolion einerseüs 
der Punkte^ anderseits der Osculationsebenen einer Raumcnrve dritter Ordnung» 
wenn man drei Punlite mit ihren Osculationsebenen kennt. 

Aber es folgt auch weiter, dafs wenn man n Punkte einer Raumcorve 
zu einem schiefen neck yerbindet, die n Osculationsebenen in denselben ein 
zugehöriges nflach bilden^ welches jenem gleicbzeiüg um- und eingeschrie- 
ben ist. 

Halten wir aber jene vier Osculationsebenen mit ihren Berflhrungs* 
punkten fest, so haben wir folgende Systeme von je vier Punkten immer in 
einer Ebene liegend: 
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CIO {r i /. f. (»0 

femer ist 

die Schnittlinie (a,h) identisch mit der Kante cfe 
{e,d) - - - - Qt 
Nehnien wir jetzt die Verbindungslinie a/^, so schneidet dieselbe offenbar (c, d) 
und /i<!i, ferner aber auch UU wegen der ersten Zeile in (I.) und cb oder 
ißih) wegen der zweiten Zeile in (IL)? »I^o die vier Geraden 

von denen keine zwei in einer Ebene liegen, werden von der Verbindungs- 
linie 

alle vier geschnitten; ganz auf dieselbe Weise zeigen wir nun auch, dafs 
dieselben vier Geraden von der Verbindungslinie 

b/i 
sammtlich geschnitten werden, und ebenso auch von 

c/4 und b/s* 
Jene vier Geraden werden also von vier andern gleichzeitig geschnitten, was 
nicht anders möglich ist, als wenn sie vier Greneratrices derselben Art von 
einem einschaligen Hyperboloid sind, d. h. Jede Gerade, welche drei derselben 
schneidet, mufi» auch die vierte schneiden, hieraus folgt der Satz: 

Wenn man hei zwei einander glrichzeitiff ein * und umhescAriebe* 
nen Tetraedern eine Kante des ereten und diejenige Kante de$ zweiten, 
welche ihre Endpunkte in den durch jene gehenden Flächen hat, sodann 
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die diesen beiden Kanten gegenüberliegenden in beiden Tetraedern auf-- 
fafst, so sind diese vier Geraden vier Generalrices derselben Gattung 
von einem einschaligen Hyperboloid^}. 

10. Mit Hälfe dieses Satzes erkennen ^ir leicht eine Grnndeigen- 
«chaft der Pole nnd Polarebenen unserer Ranmcnrrd. Um Qflmlich zo einem 
beliebigen Pole p die Polarebene zn constrniren, brauchen wir nur zwei Os- 
ciilalionsebenen a und b von p aus an die Raumcorve zu legen, ihre beiden 
Berflbrangspunkte /i und t^ mit p durch eine Ebene zo verbinden, so ist dies 
schon die Polarebene zu p; der Berflhrungspunkt der dritten aus p an die 
Raumcurve gelegten Oscolationsebene wird von selbst in dieser Polarebene 
liegen. Legen wir also die Ebene pij^ und nehmen in ihr einen beliebigen 
Punkt 71 an, so dOrfen wir, um zu n die Polarebene zu finden, ebenfalls aas 
71 nur zwei Osculalionsebenen a und ß an die Raumcurve legen und die 
beiden Berflhrungspunkte T| und Tj mit ti durch* eine Ebene verbinden; 
ich behaupte, diese Ebene mofs durch p gehen; in der That die vier Os- 
culationsebenen a, b, a, ß bilden ein Tetraeder, welches dem Tetraeder 1^2^1X2 
gleichzeitig ein- und umbeschrieben ist. Nach dem obigen Satze liegen aber 
die vier Kanten 

so, dafs jede Gerade, welche drei derselben schneidet, auch die vierte schnei- 
den mufs; da nun p, /i, /j, 71 in einer Ebene liegen, so sqtineidet die Gerade 
p7t die drei {a,b)^ i^fß)^ '1^9 folglich mufs sie auch TiT, schneiden, d. h. 
p, 71, Tj, T2 liegen in einer Ebene, oder die Polarebene tztiT, des Poles ti 
geht durch p. Wir können daher folgenden Satz aufstellen: 

Liegt ein Punkt in einer Ebene, so geht die Polarebene des Punk-- 
tes durch den Pol der Ebene, oder was dasselbe ist: 

Geht eine Ebene durch einen Punkt, so liegt der Pol der Ebene 
in der Polarebetie des Punktes, d. h. 

Die Polarebenen säfnmtlicher Punkte einer beliebigen Ebene laufen 
durch einen Punkt, welcher selbst in dieser Ebene liegt und ihr Pol 
ist; oder 

Die Pole sämmtUcher Ebenen, welche durch einen festen Punkt 
gehen, liegen in einer bestimmten Ebene, welche den Punkt selbst enthält 
und seine Polarebene ist* 



*) Dieser Satz ist bereits auf anderem Wege von Möbiu$ im 10*«" Bande dieses 
Joqmfus pag. 336 bewiesen. 
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Nehmen wir zwei beliebige Ponkte and legen durch dieselben eine 
Ebene, so mafs ihr Pol sowohl in der Polarebene des ersten als auch des 
zweiten Punktes liegen, d. h. auf der Schnittlinie der beiden Polarebenen, also: 

Die Polarebenen eätnmtlicher Punkte, welche in einer Geraden 
liegen, schneiden sich in einer bestimmten zugehörigen Geraden, nnd 

Die Pole alter Ebenen, welche durch ein und dieselbe Gerade 
gehen, liegen auf einer bestimmten zugehörigen Geraden. 

Hiernach entspricht also jeder Geraden eine zweite Gerade, so dafe 
Jeder Pankt der einen zn seiner Polarebene die durch ihn und durch die 
andere Gerade gelegte Ebene hat, und dars von jeder durch die eine Gerade 
gelegten Ebene der Pol derjenige Punkt ist, in welchem sie von der andern 
Geraden getroffen wird. 

Sei E die Polarebene eines Punktes p und nehmen wir einen Punkt p 
in derselben, so wird seine Polarebene Q durch p gehen, sie roufs aber 
selbstverständlich auch durch p gehen, also die Schnittlinie der Ebenen E und 
S wird mit der Verbindungslinie pp coincidiren, d. b. diese Gerade wird sich 
selbst zur entsprechenden haben; wir schliefsen also: 

Unter allen Paaren zugehöriger Geraden giebt es unzählig viele 
sich selbst entprechender Geraden; in einer beliebigen Eb^e besitzen 
alle Geraden, die durch den Pol derselben gehen diese Eigenschaft; Jede 
andere Gerade dieser Ebene aber nicht; sondern eine solche Gerade hat 
zu der ihr entsprechenden eine bestimmte Gerade, die nicht mit ihr in 
einer Ebene liegt. Es ist ferner von selbst klar, dafs jeder Punkt der 
Raumcurve zu seiner Polarebene die Osculationsebene der Curve und 
jede Osculationsebene der Curve zu ihretn Pol den Berührungspunkt 
hat; jede Tangetite der Curve ist eine sich selbst eutsprechende Gerade. 

Wir haben oben 4. gesehen, dafs es in einer beliebigen Ebene E 
nur eine einzige bestimmte Gerade giebt, durch welche zwei O^culations- 
ebenen der Raumcurve geben, folglich mufs durch den Pol p der Ebene E 
und die Berührungspunkte der beiden Osculationsebenen die entsprechende 
Gerade gehen; dieses ist ein ausgezeichnetes Paar entsprechender Geraden. 
Wir schliefsen zugleich: 

Durch einen beliebigen Punkt p des Raumes giebt es nur eine 
einzige bestimmte Gerade, welche der Raumcurve in zwei Punkten be^ 
gegnet, und hieraus folgt, dafs die Perspective der Raumcurve von einem 
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beliebigen Punkte aus auf irgend eine Ebene eine Curve dritter Ordnung 
mit einem Doppelpunkte ist. 

Es findet in Bezug auf das hier auftretende polare Entsprechen von 
Punkt und Ebene, Gerader und Gerader, Ebene und Punkt, eine merkwürdige 
Uebereinslimmung mit den reciproken Verhältnissen statt, auf welche Möbius 
(in seiner Statik pag. 151 und Bd. 10, pag.317 dieses Journals) von stati- 
schen Principien aus gekommen ist. Man erhält nämlich aus den eben auf- 
gestellten Sätzen die dortigen, wenn man nur an Stelle von Pol — Nullpunkt 
und an Stelle von Polarebeqe — Nullebene setzt. Die aus diesem statischen 
Ursprünge unternommenen geometrischen Untersuchungen „aber eine besondere 
Art dualer Verhältnisse zwischen Figuren im Raume'^ (welche Möbius im 
10*^" Bande dieses Journals, pag. 317ff. mitlheilt), die mit den hier erhaltenen 
Resultaten in Bezug auf die Raumcurve dritter Ordnung vollständig flberein- 
stimmen, zeigen deutlich, dafs* ebenso wie in der Ebene der Kegelschnitt die 
sogenannten dualen oder reciproken Verhältnisse vermittelt, im Räume einer- 
seits die Oberfläche zweiter Ordnung und anderseits die Raumcurve dritter 
Ordnung (oder Klasse) auf den eigentlichen Ursprung der räumlichen Dualitäts- 
verhältnisse fahren. 

Die merkwürdige Analogie, welche die Raumcurve dritter Ordnung 
mit den Kegelschnitten darbietet, dürfte bei der unzähligen Menge von Eigen- 
schaften, welche man bis jetzt von den Kegelschnitten kennt, zu vielen in- 
teressanten Eigenschaften der Raumcurve dritter Ordnung führen, welche auch 
für die analytische Behandlung nicht ohne Interesse wären. Insbesondere dürfte 
bei der neuerdings von Möbius aufgestellten Theorie der Involution im Räume 
die Raumcurve dritter Ordnung dieselbe Rolle spielen, wie der Kegelschnitt 
bei der gewöhnlichen Involution. 

Breslau, den IS'*"^ April 1858. 
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Bemerkung zu vorstehender Abhandlung. 

(Von Herrn JoachimsihaL) 



Skid p, q, r, s vier lineare Ausdrücke in Bezug auf x, y, z, deren 
Determinante nicht verschwindet, so kann man die Gleichungen zweier Hyper- 
boloide mit einer gemeinschaftlichen Kante folgendermaaisen darstellen 

(10 pr — qs = 0, 

(2.) |^(«/^ + /?y+yr + c?^)-y(a> + /S'y + /r+cr#) = 0. 
Die Gleichung (1.) kann man ersetzen durch das System 

(3.) -f = fi, -l = r, ^^uv; 

setzt man diese Werthe in (2.) ein, so ergiebt sich zwischen u und v eine 
Relation, mittelst derer man u durch v bestimmen kann, so dafs fflr die Raum- 
curve dritter Ordnung, welche mit den Geraden p = 0^ ^ = zusammen 
den Durchschnitt von (1.) und (2.) bildet, die Gleichungen bestehen 

^ ^^ * ~ f^(v) ' s — f,{v) ' s — f,{v) ' 
von den Functionen /> /i, ^, j^ erreicht wenigstens eine den dritten Grad. 
Löst man die Gleichungen (4.) nach x, y, z auf, so bekömmt man Ausdrflcke 
von der Form 

Umgekehrt sind alle Curven, welche sich durch das System (5.) darstellen 
lassen, im Allgemeinen Durchschnitte zweier Hyperboloide mit einer gemein- 
schaftlichen Kante, so dafs also die Curven bei Möbius (Baryc. Calc. p. 116), 
auf welche ich Herrn Schröter aufmerksam gemacht habe, allgemeine Raum- 
curven dritten Grades sind. In der That leitet man aus (5.) folgende drei 
Gleichungen ab: 

(60 ^ = 1^, ^=-v\ ^ = v, 
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wo anler p, q, r, s lineare Ansdrflcke in Bezug auf x, y und z verstanden 
sind, Gleichungen, welciie mir die einfachste Form fflr die analytische Be- 
handlung der Raomcnrven dritten Grades zu haben ^heinen; jedem Punkte 
der Curve entspricht ein gewisser constanter Werth des r; ein solcher sei 
gleich 0|, dann liegt die Curve (6.) offenbar auf dem Hyperboloide 

(7.) l'(y-2rr,+«^)-y(p-2yr, + fTl) = 0. 
Denkt man sich demnach ein zweites Hyperboloid, ähnlich wie (7.) gebildet, 
far welches der Parameter r^ einen andern Werth erhAlt, so ist (6.) der 
Durchschnitt beider Flächen. 

Die Ebene, welche (6.) in den Punkten r^, r,, r, trifft, hat zur Gleichung 

(8.) /> — (ri + r^-f r3)y-|-(rir2+rir3-j-r2rs)r — rir^rj* = r, 
also ist die Oscülationsebene im Punkte Vi 

(9.) /i — 3riy-j-3rjr — rj* = 

u. s. w. Es ergiebt sich hieraus z. B., dafs jede Ebene, die durch den 
Durchschnitt zweier Osculationsebenen geht, die Curve nur in einem reellen 
Punkte trifft, u. s. w. 

Ich bemerke noch, dafs wenn die Curve drei reelle Asymptoten hat, 
sie folgende einfache Darstellung gestattet, 

(10.) ^+« = ± + /9=^ + y, 

ähnlich der Hyperbelgleichung- 

die sechs Constanten in (10*) lassen sich, wie man sofort sieht, auf eine 
rednciren. 

Eine Anzahl andrer nicht uninteressanter Sätze und Formeln unterdrOcke 
ich, der Kfirze wegen. 
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De problemate quodam mechanico, quod ad primam 
integralium ultraellipticorum classem revocatur. 

(Auctore C. Neumann, Hallae.) 



Problema proponiiur. 

^int puDcti ipobilis Coordinatae orthogonalea x, y, z; sit 

x'J^fJ^z' = 1 
aeqaatio globi, in cujus superficie hoc punctum manere coactum est, sit deni- 
que ax^'\'by^'\-cz^, designantibus a, b, e datas Constanles qoaslibet positivas 
vel negativas, functio potentiaiis virium punctum solicitanlium : quaeritur, qualis 
Sit puncti motus. 

Semper a<C*<I^ haberi supponemus. 

Ut ante oculos habeatur talium virium exemplum, adnolamus, homoge- 
neam massam Ellipsoidis punctum internum x, y, z ita attrabere, ut virium 
attrahentium functio potentiaiis formam habeat ax'^-\'hy'^'\-cz^y siquidem axes 
principales Ellipsoidis pro axibus Coordinatarum sumti sint; Adnotamus prae- 
terea, si Ellipsoidis aequatio sit 



atque semiaxes a, ß, y in relatione a<Zß<Cy babeantur, etiam baberi 
a<ib<Cc (quod formulis ad Valores Constantium a^ b, c determinandos 
usitatis faciliter apparet). 

§. 2. 
De aequatione Hamilioniana. 
Hamilton und Jacobi theorema posuerunt, quod nostro problemati ac- 
commodatum, sie enuntiare convenit. 

Propositus sit motus puncti, in data superficie manere coacti, atque a 
datis viribus sollicitati. Sint x, y, z Coordinatae puncti orthogonales; sit 
0=n(x,y,z) aequatio superficiei, sit denique U=f{x,y,z) functio potentiaiis 
virium. — Loco Variabilium. cr^ y, z introducantur novae Variabiles Jti, l^^ 



NeumanHß Probletna meckanieum. 



47 



qaae substitolae aequationi 0=^II(x,y,z) sponte ei satisfaciani; formetar 
aeqaatio differenlialis partialis: 










dX, 


d(p 


Uli ^n 

«21 U^ 


-f 


dq> 


«11 


«« 






dtp 


«21 


«M 



(1.) = (2r-^). 



designantibns u^, «u, u^z expressiones: 

•" = (t)'+(^)'+(^)' 

^ da: dx , dy dy i dz dz 

ioveniatur fanctio 9 Variabiliam ;ti, A,, <, isti aequationi differentiali partiali 
sufficieos, ac daas Constantes arbilrarias A, B praeter Constantem additio- 
nalem involvens: pendebit determinatio motas propositi ab integratione binaram 
aequationom differentialiom primi ordiois inter tres Vtiriabiles A|, X,, t: 

.(2.) 



öxr — ""IT 

dX, 



^*"'dr' 



i5?. — u. 



«22 



dX, 



dt 



§. 3. 

ProposUtan probletna mechanicum ad iniegralia ultraelUpika primae clastit' 

»olvenda revocatur. 

Praemissam regulam nostro problemati adbibeamns. Conjangamas Va- 

riabiles x, y, z eam novis Variabiiibos Itf ^ per aeqnationes: 



'* ■ y* ■ »* 



A,— o T^ i,— A T^ A,— c 



= 0, 



adjiciamos aeqaationem conditionalem 

eraontar Quantitatam x, y, z; tfa, «», «u; l/^ bae expressiones : 
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* * r(a-6)(«-e)' »u — *-;^' 
^ ^ r(6— c)(6— a)' "» — t ^^ y 

* — ^l(c-a)(c-*)' «" — "» 
17= «a?»+*y*4.c«» = («+*+r)-(A,+A,), 

abi §, rj, ^ Qoantitatem abiguam :tl repraesentant ac brevitatls caasa 

^1 = (^i-«)(ii-i)(ii--c), 

A = (^~a)(A2-*)(i2-c) 
positom est. Itaqae aeqaatio differenUalis parlialis (1.) hanc indnit formam 



= (2(.+»+«')-ä(i.+«-5?>|'" * 1+ 






vel Determinaotia solvendo: 

Tel ipsornm tin, 1122 vaiores introdocmdo: 

Cojas aequationis dextera pars, brevitas causa ^ M posita, discerpi potest in 
hos tres terminos, binis Constanlibns Arbilrariis A, B praeditos: 

(42— (« + H^) + ^ + »>i-^) = ^» 

ita ut üf ^-fiKfo — üfi-f ^2 habeator. Apparet expressionnm 9)09 q>i^ (p^^ 
ita constituarnm, ut respective aequatiooibas JÜq = 0, üfi == 0, M^ = satis- 
faciant, primam 9^0 unius Variabilis t, seeundam <pi uoios Variabilis Ai , terliam 
92 onias Variabilis it, functiones esse. Unde aggregatum ^u-ff'i'f?^ ^^^ 
aeqaatio noslrae M^=^0 solatio completa, daas sciiicet Constantes arbitrarias 
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A, B inyolveos; prodeontque aieqaatioDes : 

dq> Ö5P, 

vel, valoribos qaotientium differentialiniD -^t -^ ope aequatioonm ilfis=0, 
illj = determinatis, 

^ — _. i/15ESEl> 
^ *»F — 54 — ' 

ubi «1, «2 quaotitatem ambiguam +1 signifieant. Jam aeqaaliones differentiales 
(3.) evadunt seqnentes: 

/(A.-J)(A.--5) . A,-a. rfi. 

*^y 2.4 — = ~^^' 

*»r 2^5 ^-^T'^ 

Quae aequationes, brevitalis cansa posito: 



indaant hano simplicem fonnam: 

(4.) < 
vel etiam banc: 

Sint /t, A VariabiliaiD Xi, A, valores conjogati temporis valori tessQ^ 
ex istis aeqaattonibns differentialibas intra limites / = et t^^t snmdittfs 
prodeuQt aequationes fotegrales: 

r+Y T =<> 

, /'»•WA , r^xto, . 



(6.) 



1. - 'i 
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En fornmlae, quibus Coordinatae ellipUcae l^ i^ a tempore t pendent, 
affeclae quatuor Constantibas arbitrariis ^m /^, A^ Bj quarnm valores ex dato 
statu initiali repetoDdi sunt. 

§. 4. 

Quatuor casus statu^ iniiiatU distmmuntur, 
Variabiles K^ l^^ quippe quae radices siift aequationis quadraticae: 

seinper quantitates reales esse, ac, posito a<ib<ic et Ai<[A%, etiam fieri: 

(T.) «<ii<*<A2<c, 
satis iiotum est Habetur igitur: 

^i = (Ax — ä)(Ai — »)(ii — C) = poS. 

A^^il^-d){X^~h)iX^ — c) = Jieg., 

quae formulae, quoniam aequatione& (4*) vetant ^cpressiones Li, L^ valores 
induere imaginarios, suppeditant 

^ = (X,-il)(i,-B) = pos. 

Unde sequitur^ Conslantes ^4^ B semper reales esse» ao ppaito A<iBy eliam fieri 

(80 X,<i4<Aa<Ä- 
Formulaa (7.) et (8.) comparatae demenstrant^ inter Quantitates Ai, A,, 
a, h, Cy A, B hosce quatuor ordlnes 

1. a<ii<^<ft<Xa<Ä<c 
IL a<ix<^<*<A,<c<B 

III. a<;Li<fc<wi<Z2<Ä<c 

IV. a<A,<6<il<Ä,<c<ll 

possibiles, impoasibilem alium ordinem esse. Qui ordines quatuor , quorum 
quisque Variabilem li in secundo looo et Variabilem ^ in quinto loco habeU 
prodeunt e quatuor Constantium a^ bj c, A9 B ordinibus 

n. a<i4<*<i^<Ä 

III. tf< b<:A<ZB<c 

IV. a<:b<:A<c<:B. 
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Constantes a^ b, c viribiis Mobile sollicitantibus pendent, Constanles A, B 
ab initiali statu Mbbilis. Dum igitur vires Mobile sollicitantes eaedem 
manent, aliis iniUalibus statibus alii Constanllnm A, B valores, aliique Con-- 
stantium a, b, c, Ay B ordines prodibunt. Jam qaatuor casus Status initialis 
discerni licet. Ponimus in primo casu Status initiales ita constitutos, nt primus 
istarum Constantiuoi ordo evadat; ponimus in secundo casu Status initiales ila 
constilutos, ut secundus istarum Constanlium ordo evadat; etc. 

§. 5. 
Ex Status iniliaUs quatuar casibus provenire quaiuor geneta moiun 
Status initialis casibus aliis, aliae naturae esae orbitam Mobilis osten- 
darous. Ac primum quidem conos, contentos aequatione 

vel curvas^ quibus globus ab istis conis secatur, consideremus. 

Constniantur ambae Reclae, in x, z piano sitae, contentae aequatione 



4=a ~ 7=*"' 
punctaque quatuor, quibus istae Rectae globum secant, pro focis Ellipsium 
sphaericarum sumantur« Duo inde genera Ellipsium sphaericaruin oriuntur, 
quorum alterum x-axi circumductum, alterum sr-axi circumductum est, qiioniam 
a<Zb<C.c baberi statuimus. Prius genus signo jE^i, posterius genus signo E2 
designamus. Jam ex aequatione nostra (9.), posilo a<:Z^<ib, omnes generis 
J^ EiUpses prodire, et, posito 6 <C ^ <C ^^ omnes generis E2 Bllipses prodire 
notum est. Signo Ei denotamus eas binas generis Ei Ellipses^ quarum X=ik 
est, ac signo Ei denotamus eas binas generis E2 Ellipses, quarum / = t est. 
Invenimus 

posito primo ordine: a-<-4<CA<B<!c 
Mobilis Coordinatarum ellipticarum alteram li in intervallo a . ..A, aiteram X2 
in intervallo b...B manere coactas esse. Unde seqaitur. Mobile neque in 
puncta, quorum il| extra intervallum ä . . . A situm sit, neque in puncta, 
quorum A, extra intervallum b . . . B situm sit, ullo tempore deferri posse. 
Puncta, quorum A| extra intervallum a . . . A vel (qaod idem est) intra 
intervallum A , . .6 situm est, omnia areis binarum Ellipsium Ef continentur. 
Porro puncta, quorum I2 extra Intervallum b.. .B vel (quod idem est) intra 
intervallum B .. .c situm est, omnia zona, indusa a binis Ellipsibus Ef^ con- 
tinentur. Jam* nulla superficiei globosae portio motui Mobilis relinquitur nisi 

7» 
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Fig. I. 




Fig. 11. 




Flg. in. 




bina Qoadrilinea^ aita eircam biua pancta, 
qoibos globas a 2:*-axi secatur, indnsa a 
binis Ellipsibna Ef et a binis Ellipaibas 
JSf (Fi^raL repraesentat dimidium super- 
ficiei globosae, in qua bioa Ellipses Ef 
et binae Ellipses E? ductae sunt. Ab istis 
Ellipsibus inclasa Qaadriiinea, in qaibas 
panctam moveri debet, alba sant^ cetera 
vero superficiei globosae portio lineis spar- 
sa est). 

Eadem ratione concludimus : 
posito secando ovdme a<cA<Zi<ic<ZB, 
sonam, inclusam a binis Ellipsibus Ef^ 

posito lertio ordine a<Zt<iA<ZB<Cc, 
binas zonas, inclosas a binis Ellipsibus Ef 
et a binis Ellipsibus £f, 

posito quarto ordine a<Ci<ZA<Cc<iB, 
zonam, inclusam a binis Ellipsibus Ef^ 
esse eas portiones superficei globosae, in 
quibus Mobile moveri coactum sit. (In 
secundO) tertio, quarto casu Mobile semper 
manebit in iis superficiei globosae portio- 
nibus, quae respective in figuris IL III. IV. 
albae sunt.) 

Fig. IV. 
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S. 6. 
De figura orhiiae. 
Operis pretiom yidetor, Taria^ quae ad figuram orbitae cogooscendam 
adjuvant, coUigere. — Qoatuor ordinum, qai inter Conslaoles a, b, e, Af B 
intercedere possant, quolibet designato per 

»»1 < Wi < m, < itj < r 

invenimos sopra, Variabilem l^ semper intervallo m|...ftj et Variabilem Xt 
semper intervallo m^.. .n^ contineri. Quod, designante k quemlibet nnmerorum 
1, 2, brevius sie enuntiatur: Variabilis ki semper intervallo fit^...ni continetur. 

Qaoniam Quantitates (^— Aj), ii = -^, ^ = ^ discontinnos valores 

indoere nequennt, ex aeqaationibus supra (4.) inventis 

apparet, non nisi evanescente L^,, fieri posse, ut quantitas ambigua b^^=±\^ 
omisso valore altero, alternm induat. Unde seqnitur, non nisi li^^m^ ant 
il|S=njk babeatur, fieri posse, ut Signum ambiguum ^ e altero valore in 
allerum transeat. 

Quoniam Quantitates (^ — ^i), L^^ I/2, dt semper positivas esse con- 
stat, iisdem aequationibus faoc alterum apparet, Signa — 6^ et -j-63 respeetive 
Variabilibus Ai, J^ crescentibns positive, decrescentibus negativa esse, binorum- 
que signorum quodlibet bi, semper vicem valoris obire, simulac li vel a de- 
crescendo ad crescendum vel a crescendo ad decrescendum transeat. Unde 
sequitdr, Signum ambiguum e^ vicem valoris semper obire, simulac ;Ij(«=0Ia 
vel I^ = ft;^ habeatur. 

Si priori posterius jungilur hae emergunt propositiones : 
(10.) SUnuiac Variabilis li, in intervallo mt...nf^ versans, in alterutrum 
istius intervalli finem adducitur, Signum ambiguum «^ vicem valoris obitf 
immutalum manet pro eeteris Variabilis X^ valoribus. 
(11.) Variabilis X^ in intervallo mk...n^ versatur ita, ut ab mi^ ad n^ 
perpetuo crescens ascendat, tum ab n^ ad m^ perpetuo decrescens descen* 
dat, periodumque istam in aeternum conünuet. 

Jam ad figoram orbitae cognoscendam aliae contemplationes in auxilium 
vocandae sunt. -* Per locum, quem Mobile quolibet tempore / bebet, ducantur 
binae Ellipses, altera generis £7|, altera generis E^r^ per idemque punctum 
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ducantur binae Rectae r^, r^^ istas Ellipses tangenlea, ila ut Recta r^ nor- 
maus Ellipsi E^^ et Recta Ts normalis EUipst £» fiat. Sint /{|, R vires, 
Mobile soUicilanles , respective secondnm directiones r^^ r% sumlae; porro 
aint F|, F, Mobilis velocitates, respective aecondum eaadem directioDes ri, n 

sumtae: fit 

D dV , X , 517 , ^ , au , , 

|Äi = -gjco8(d?r|)4--g^cos(yr0 + -g^co»(«r,), 

i » du , . , au , X , öl/ , s 
|Äa = -5jCos(^r2)-f--g^cos(>r2)4--g^cos(«rra), 

F4 = a:'co8(a?ri)-f y'co8(yri)-f «'cosCi^ri), 
Fj = j?'cos(xr2)-f /co9(yra)4-«'cos(3rrJ, 

siquidem ponitur -^==:x', -^ =y^ 'W^^^'^ ^^ ^^'^^^ angulum designat^ 
quem Recta r^ com directione ^r-axis constituit, etc. 

Binas forroulas posteriores etiam sie exhibere licet: 

^' = (|^<^o$(xr,) + ^cos(rr,)+^coa(«ri))i; 

-f(^cos(xr,)+^cos(yr,)+^cos(«r,))r 

F, = (|^cos(;rrO + ^cos(yrO+|^s(«r,))i; 

+ (^^*(^^*^+ ^«os(y^i)+ ^cos(^»))Ai. 
Jam adhibendo formutas nolas: 

cos(^r,):cos(>'r,):co9(«r.) = ^:|^:|*., 

co9Carra):cos(yr,);co8(«r,) = ^:^:_^, 
adbibendoque Formnias supra (3.) eratas: 

dx Bx 1 5y öy , dz dz « 

oblinentur haecce expressiones: 

^a *i ) ^a ~~ ^1 
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Si adootamuS) punctoram globi eorum, quae in yz^-phno ^ta sint, 
Coordinatam Xi^=^a esse: eocum, quae in zx-^pUno sita sint, aat Coordinatam 
A|S=ft aut Coordinatam 12 = 6 esse; eorum denique, qaae in ory-plano sita 
sint, Coordinatam X3 = c esse: ao si brevitatis causa tres circalos eos, in 
quibus globos a planis Coordinatarnm seeatur, nominamas principales circulos: 
suppeditatnr expressionibos Velocitatum K^, F, baec proposilio: 
(13.) Si in quodlibet punctum cujuslibet drculi principalis Mobile ad^ 
ducitur, fieri nequit, ut ea Velocilatis Componens, quae piano circuli 
principalis normalis est, evanescat. Mobile igilur alicubi in circutum 
principalem adductum, transduütur per circulum. 

Expressionibus nostris VelocilatQm V^^ V2 aperilur melhodus, qua figura 
orbilae investigari polest. Involvunt enim illae expressiones hancce legem: 

Per unumquodque punctum orbitae Mobilis ducalur Ellipsis ge^ 
neris E^ 9 colligantur omnia puncto, in quibus directio orbitae cum direc- 
thne EU/ipsis transduclße eundem unguium oi, ex arbitrio sumptum, con-^ 
stituit: sita sunt ista puncta omnia in curva, quae auxilio Coordinatarnm 
eUipticarum sie exkibetur: 

(i2-i4)(^-Ä)-f lang*cü.(A,-i4)(i,.-B) = 0. 

De signis ambiguis #,, «,, g, fj, C. 

Legem, secundum quam ambi valores signi ^i et ambi Talores sign! €% 
alternant, jam supra (10.) statuimus. Reliquum est, ut, quibus yaloribus in statu 
initiali gaudeant, invesligemus. 

Aequatio quadralica 

etiam sie exhiberi licet 

k^ — X2:{b + c)x''{'j:bcx' = 0, 
slqiiidem Signum JS denotat, formendes esse binos terminos, similes termino, 
qui sub signo JS posilus est, omnesque tres terminos summendes esse. Quoniam 
Xi, X2 istius aequationis radices sunt ao li<:Cilt est, exprimunlur facile et sine 
ambiguilate li, A, per x, y, z^ exprimunturque X^^ Xi^ per x, y, z; x\ y\ zf. 
Quibus formnlis erutis elucet, signa binorum expressionum : 

{S(fi'\^c)x'.S{b'\-c) xx'— 2JSbcxx') — ^{b-^-Oxx' >^(:S'(*-|-c) xy— 42:bcx^ 

(:S(6-f c)«^. S(b^c)xx'-^Sbcxx') - -SCÄ+c) xxy{S{b'\'C) x^-^AMcx^ 
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aequales esse respeetive signis Quantitatiiin — li et -f ^9 ^^i aeqnales esse 
respective signis cg et f^. Aequatiooibiis (4.) scilioet apparet, signa €1 et «2 
aequare respective signa Quantilatum — l'i et -j-^* 

Jam initialibus valoribas Coordinatarom x, y, z Velocitatomque x'^ y, z' 
datis, quomodo signorum Ci^ €2 initiales valores delerminentar perspicuum est. 

Coordinalis ellipticis l^^ i^ per tempas t expressis, valores Coordina- 
tarum orthogonaliom x, y, z soppeditantar formniis: 

— ^-r (a-b)(a-c) ' 

— ''•r (h-c)(b-a) ' 



^ r (c—a){c—h) 

Dobitatio igitor, qni valores qnoqne tempore signis ^, tj, ^ tribuendi 
sint, tollenda est. Ac primum quidem patet, Signum § non, nisi evanescente 
ipsius X expressionO) vicem valoris obire posse. Sed, nisi A| = a babeatur, 
fieri neqait, nt ipsias x expressio evanescat, quoniam ki extra intervallum 
a ... b et in extra intervallum b ... c egredi nequeunt. Similiter signa rj, ^ 
examinare licet. Prodeunt baecce regulae: 

Nequeunt aUemare ambi valores signi S, nisi fiai X| = a; ambi 
valores signi tj, nisi fiat auf li^=b aut l2='b; denique ambi valores 
signi i, nisi fial i, = c. 

At Qnantitates ambiguas S, ij, t istis conditionibns ab altero valore in 
alterum transire non tantum posse, sed etiam cogi, perspiconm est ex iis, 
quae supra (13.) de Orbita Hobilis invenimus. 

De initialibus valoribns signorum |^ ij, ^ nnlla dubitatio est, quippe qui 
initialibus Coordinatarnm x, y, z valoribos datis, dati ipsi sint. 

§. 8. 

Quomodo e dato statu iniiiaU Valores Constaniium arbitrarium l^^ /«, Aß ß 

determinare liceat. 

Designantibus x^^ yg, «o initiales valores Coordinatarnm x, y, z, palet, 

/i, f| esse radices aequationis quadraticae: 

atqoe esst li minorem, l^ majorem radicem. Aequationibos (4O9 qnae in hano 
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quoque modom exhib«re licet: 

{Xt-ÄXx,-B) = lk::MM, 

determinantur ConstentiaiD A, B valores, siqaidem pro Quanlilalibus X|, 1,, 
l'i , tt initiales valores sumti snnt. Uode, in anxiliom vo«ata aeqnatione identica: 

(i>-A){f>-B) _ a.~J)(A.-i?) 1 ■ (K-AKK-B) 1 , ^ 

prodit aeqaatio 

respectu Quantitatis q quadratica, conformataqae ita, ot qaaesitae Constantes 
Aj B fiant radicea. Quae aequatio etiam sie exbiberi potest: 

vel etiam sie: 

(14.) = »'-,((l. + J.)+(J,-i.)(^-|^)j 

+t».^;(>,-«(i^-5^)!- 

Ut hajus aeqaationis coefGcientes, nunc per Coordinatas ellipKcas ex- 
pressae, exprimantur per Coordinatas orthogonales, adducimus formulas, Jam 
plus semel adhibitas: 

addueimusque bas novas formulas: 

^^\d\J Äia, — ♦ 

_ dx dx n 

Joom«! (Or Mathematik Bd.LVI. Heftl. 8 
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Jam ex aequationibas: 

adhibendo fornmlas priores, prodit: 

et adhibendo formolas posteriores, prodit: 

Quibns binis relatiooibas facile prodit haec nova relatio: 

Postremo adnotamas binas relationes 

prodeantes ex aeqnatione qnadratica, cujus radices ^i, X, sunt. Qaas tres 
postremas relationes in anxilium vocando nostra aequatio qaadratica (14.) hanc 
indnil formam: 
(15.) 0=()'-(){-r(6-f c)a:^+ \Sx'x'\^{Shcx''\' \S{h-\^e)x\Sx'x'—\2ax'x'y 

En ande Coordinataram x, y, z Velocilatnmque x', y', z^ initialibus 
valoribns datis, directe et sine ambignitate derivantor Valores Constantium A, 
B, qnippe quae istios aequationis radices sint, et relatione A<iB teneantur. 

%. 9. 
De quaiuor casibus discemendis. 
Designante q>(^) dexteram partem aeqnationis quadraticae (15.)) for- 
maÜsque 

y(— oo) = pos, y(il)t=:0, y(B)=rO, y(-}-oo) = po8 
adnotatis, patet 

in primo casn {a<CA<:Jb<C.B<Zc) tote: y(a)=pos, y(ft)=neg, y(c)=pos 
in secundo casn (a<iA<Cb<ie<ZB) fore: y(«)=pos, y(*)=neg, y(r)=neg 
in terlio casu (a <C]k<ZA<JB<jo) fore : y (a) = pos, tp {b) = pos, tp (c) = pos 
in qnarto casn {a<Zh<iA<:ic<JB) fore: 9)(a)=pos, y(*)=pos, y(c)=neg. 
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Itaque signa expressionum <p{b) et (p(c) discernendis quatuor casibos 
sufficiuQt. Expressiones q>{b\ q>(c) sie exhiberi possaot: 

(p(b) = (*-r)(*-fl)y^-f i(c + a--2iij?')-2a?V-i-2'axV, 
y(c) = (c — a)ic — b)z' + iia'\'b — 2aa^)Sx';i:' — ^2ax'x'. 

Exempli causa inde perspicitor, semper primum casum locum habere, si initialis 
VelocUas =0 habeatur. 

§. 10. 
De periodo hoius. 
Designantibus 

ordinem Constantium a, b, c, A, B, secundum eorum magnitudinem ex- 
faibitum, fit: 

Sint Id, N numeri integri, sufficientes relationi: 

ponatur deinde 

patet ex aeqaationibas noslris integralibns: 

= ../ TT+y TT 

valores €oordinatarum Xi, X^ tempore i-\T eosdem ac tempore / fieri. Est 
igitur T id temporis spatium, quo elapso Mobile in eundem motum eandemque 
orbitam redit. Quum plerumque numeri integri M, N, propositae relationi suf- 
ficientes, infinite magni evadant, ipsud T plerumque infinite magnum erit* 
Elucet, tempus T ea tantum oonditione finitnm esse, ut integralia 

/"r ••/"■r 

Ml M^ 

qaantitates sint commensarabiies. 

8* 
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§. 11. 

Seriehu$, quas CL Rosenhmn inverdtj in aujpUium vocatis, Coordinatas 

orthogonales x, y, z per tempus t exprhni poeee. 

Cl. Rosenhain in commentatione ^Sor lea fonctioos de deux variables et 
ä quatre periodes^ inscripta, docuit, qaod accommodaimn nostris Mqaationibus : 

V r+ V r = ^^ 

ubi 

L = y8(A-a)(i-Ä)CÄ — c)(A-^)(l-Ä), 

sie ennnliare licet 

Designetor Quantitatnoi a, 6, e, yi, ordo secundum eorom magni- 
tudinem exbibitas per 

0i<0t<0j<0,<04; 
introdacantur v, w, a, p, q per formulas: 

vo.o./'Tr — Ho.o,>'+**vo,o/ y T' 

/0.0A2J0 _ ,r'.OA__,/''t(C\ , ,/"»^ 

Ol 
/0»0A8a _ /0,0a 
VO, O/f« "" ^0,0./' 

a:«:)^= ciX:). 

/0,OAjogg; /«,0a 

VO.O/ in " M)^0/* 

abi brevitatis causa posita sont: 

71 = 3,14159... i = ^/~l 

Orßäx r'xdx _ fßxdi r^dx 

• y « r 

definiantnr, literis ifc, A quosUbet binos namerorum 0, 1, 2, 3 deaignantibus, 
fonciiones ^m P^c formnlam: 
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abi est: 

mo = 3i», iRie=2}n-{-l, OT,= 2«i-fl, iii, = 2i», 
fios=2ii, ni=:2n-f-i, nj=s2n-j-l» ii, = 2», 

solvuntur propositae nostrae aeqwationes respecta iporum ilt, X% per qaaslibet 
Irinas haram qninqne aeqaationuiD: 

,(tl>,tri>>p>7>a) 



(o,-iO(0,~a,)«-/(0,-o,)(Q,-o,)(04-Oi)(0.-oo. 



(Ot,-i.HO»-»a) = -V(Ox-.00(Q,-0,XO«-0,Xai-Oa}- 



(16.)<(0,--i,X0,-A,) = ^^(0,-00(0,~0,X04-Q,XOs-Q,)-?i 



9\ 






(Os- AiXOs-^) = }^(05-OiXOs-aiXO,-o,)(05~04) 



V 









,(fo>w>p><f>a) 



^(it/,itt;,p,4/,a) 



Supra demoQstravimos, d semper intervallo Ox • . . 0% et (^ semper 
interyallo Os . . • O4 contineri. Simolac X In qaolibet triam intervallorum 
Ol . • . /i • • • 02, O3 . . • /a • • • O4, 0« * • • -f* ^ ^I*^™ ^^^ Quantitas L realis est ; 
simolac l in qaolibet triom intervalloram — 00...O1, 02...03, O4...QS situm 
est, Quantitas L imaginaria est. 

Itaque Qaantitales v, w, a, logp^ log 7^ denno inlrodactae, orones in- 
veniontar reales esse. Atqae adnotando, expressionem 

\af/ J LJ L J LJ h 
• y a y 

etiam sie exhiberi posse 

Quantitates log;^^ log 9 semper negativae esse, ipsaque p, q semper inter- 
Tallo 0-*«-f 1 contineri inveninntar. 

Postreroo adnotemns, fanctiones 9^^ Qaantitatibas exponentialibns e*\ 
^ per trigonometricas QnanUtates expressis, banc indaere formam: 



vel 



ytt(«>, iw,p, q, a) = S^ S, ÄST 
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ubi, posito: 

/t^A* hanc designat expressionem: 

. [ [(?ii2i)>Veos(m,r + »,«,) + (2i±5i),-Wcos(»,^ - n,u,)] + 

Unde, litera r q.aeiiilibet triam noroerornm 0^ 3, 3 desigoante, elacet, 
Qaantitates ^n et ^^^ reales, Quantitates q>ir et ^^i pare imaginarias esse. 

Jam Goordinalaram ellipticarom valores aequationibns (16.) exbibiti 
directe suppeditant Coordinalarnm orlhogonaliuiD x, y, z valores, qnippe quae 
illis conjunclae sint formulis 

(a-^bHu-c) ' 

o _ {b^X,)(b-K) 
^ (b-cHb-a) ' 

(c— «)(c— 4) ' 

Exempli causa in primo casu, qao pro Qaantilatibas 0|, O2, 0,, 0«, O5 
samenda sunt a, A, b, B, c, Qaanlitates auziliares v, w, a, p, q bos in- 
duont valores 

ef)4-= '.C.?)+-a?)-'/T. 

(::?)4r--..(ii)-..(^^)+'r^. 

(AB\2a_ fcB\ 

Vo*/ in ■* Vu*/' 

/AB\logp _ / a B\ 

/J Jl\l0££ /'* -^^ 

\aty in ~ \BaJ' 

ipsique Coordinataram x, y, z valores fiunt: 
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- r {b—a)(c—a) ä ' 
^ ~" -^r (Ä— a)(c— Ä) ' /f 

* — ^y (e_B)(c-6) •:j' 

ubi A, B, r, J qainta soperioribnsqae dimensionibas QnaoUtatom y> y neglecHs, 
faasce signifieant expressiones: 

^ = ;>1 [sin » — y («»" sin (» -j- 2m>) + «-^" sin (» — a»!»)) 
-f y*(<*"«n(«'+4M')+«~*'8in(p — 4a>)) 

— 2;»*28in3r-|-2i»*y(«^8in(3p+ip)-f ^-«•sin(3» — M>))], 

B = ^[sin IT +/»(#*• »in («> -f 2p) + *^8in (ir — 2r)) 
-j-/»* («*" sin ( w + 4») -|- e-*' sin (ic — 4»)) 

— 2^ 2 sin 3if» — 2^/» (^sin (3u> + p) -|- #-«• sin (3«; — p))], 

/•= 1 4-2yco82i0-|''^/<'<>^^*^~f'^/'<'<^3'^*'4~'^<P*<^B^*' 
-f- 2;»9(«*'eos2(p-j-M>) — «~**co92(» — w)), 

^:=1 — 29cos2t0-f 2/cos4ur — 2/>oos2v-|-2/>*co8 2w 

-f- 2/»y («*"C082(P-|-M') — ^"^ C092(t> — M»)). 

Expressiones Coordinatarnm x, y, %, qaae in ceteris oasibas obtinenlnr, 
conscribendo sopersedeo. 
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Auflösung einer Aufgabe in der Composition der 
quadratischen Formen. 

(Von Herrn F. Arndt) 



JLf a ioh mich in einer späteren Abhandlang ^über die Anzahl der 
Genera der quadratischen Formen'' aaf ein Fundamentai- Problem der Com^ 
posiüon zu beziehen habe, so will ich zor gröfseren Bequemlichkeit des 
Lesers hier eine Auflösung desselben geben, welche nicht nur verschieden 
ist von der Gaufsschen^ sondern auch das Resultat in einer ffir meinen Zweck 
mehr geeigneten Form giebt. 

£s handelt sich hier um das Problem des art236 der Disq^ Arithm.: 
,yEine quadratische Form zu finden, welche aus zwei gegd^tnen Formen, 
deren Determinanten sich wie Quadratzahlen verhalten, zusammenge- 
setzt ist. 

Gaufs nennt eine Form F= AX^ -{iBXY^ CY"^ transfomdrbar 
in das Product zweier andern Formen 

/•= aa^-\'2hxy^ cf, f = dx^'-^Wx^ \dy^, 

wenn sie in dasselbe durch eine Substitution von der Form 

wo die 8 Coefficienten p, p\ p" etc. ganze Zahlen bedeuten, ttbergeben kann. 

Aus dieser Definition erhellen von selbst die beiden folgenden S&tze: 

!•*•"•• Wenn F in ff Iransformirbar ist, und f die neue Form f" 
einscbüerst, so ist F auch in ff" transformirbar. 

2'*"*. Wenn F unter der Form F' enthalten und in ff transformir- 
bar ist, so ist JP' ebenfalls in ff transformirbar. 

Die Determinanten der drei Formen F, f, f aollen respective mit 
D, d, d!, ferner mit i^ der grOfste gem. Theiler von a, 2b, c, mit in' der 
von a\ 2b\ c' bezeichnet werden. 

Da für ar=l, y = die obige Substitution sich in X^zpx'-^py, 
Ys^qx-^-^y, die Form /'aber in ihren ersten Coefficienten verwandelt, so 
geht, wenn F in ff transformirbar ist, F in die Form {aa!,ab',ac^) durch 
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die Substitution \^^i) Ober, woraus unmittelbar die Gleichung DP^=d'd?^ 

folgt, wo P==pg'—qp\ Auf ähnliche Art erhält man DQ^ — da'^, wo 
Q=^pq^*—qp^\ Diese beiden Gleichungen genflgen schon die Fundamental- 
Bedingungen der Transformahilität festzustellen, wenn wir von der Voraus- 
setzung ausgehen, dafe a, a' nicht verschwinden und — ^ -7 relativ prim 

gegen^ D sind. Die Gleichung DP^ = d^a^ lehrt, dafs der Quotient -ß- 
(Formen von der Determinante Null sind ausgeschlossen) ein rationales Qtiadrat 
sein mufs, welches wir mit n*^ bezeichnen, so dafs also n's=y-^ eine 

rationale Zahl ist, deren Vorzeichen unbestimmt bleibt. Ebenso ist y-fr- = n 
rational, das Zeichen beliebig. Schreibt man ferner 

80 sieht man, dafs D ein gemeinsamer Theilcr von dm*^ und ifW sein mufs, 
da D prim gegen — und —7 angenommen worden. — Diese Resultate sind 
nun aber von den obigen Bedingungen unabhängig. Finden nämlich die 
letzlern nicht statt, so kann man statt der Formen fy f aequivalente q>, q>' 
setzen, deren Coefficienten den Bedingungen genügen, wie leicht erhellt, und 
da dann F in qxp' ebenfalls transformirbar, so sieht man, dafs das obige Resul- 
tat bestehen bleibt*). 

Wenn D der grOfste gemeinschaftliche Theiler von dm^ und d'ni^ 
ist, so nennt man die Form F aus den Formen f, f zusammengesetzt; 
dies ist der Fall, welcher uns hier beschäftigen soll. Man sagt ferner, die 
Form f gehe in die Composition direct ein, wenn n positiv; verkehrt, wenn 
n negativ ist, und Aehnliches gilt fOr die Form f\ 

Sehen wir nun die Formen f, f als gegebene an, und suchen eine 
aus beiden zusammengesetzte Form F. Die Determinante derselben D ist 
nach dem Vorhergehenden durch die Bedingung bestimmt, dafs sie der gröfste 
gemeinschaftliche Theiler von dm^ und d^m^ ist, und d, d' müssen sich wie 
Quadratzahlen verhalten, so dafs also die drei Determinanten D, d, d' einer- 
lei Zeichen haben. 



'^) Ich will liier bemerken^ dafs die mähsnmen Rechnungen, welche die Oaufssche 
Compositions- Theorie erfordert, sich durch Transformalion der Formen f, f in aequi- 
valente gänzlich vermeiden lassen, bin jedoch der Meinung, dafs ein solches Verfahren 
dem Gaufsschen an Eleganz nachsteht. 
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Dies vorausgesetzt^ werden 1) die Zahlen 

'» = Z^' »' = /^ 

rational sein (die Zeichen sind beliebig). Denn die Zahlen -^^ —jy sind 

ganz und relativ prim, ihr Produet ist ein Quadrat (da dd' ein solches ist), folg- 

d d' 
lieh jede derselben ein Quadrat, also auch -sr, jy- 

2) Wegen --yr- = (m'»)^ ——=z(mny sind mn\ m'n ganze Zah- 
len und prim gegen einander. 

Die weitere Analyse, welche mit neuen Gesichtspunkten, aus welchen 
ich die ganze Theorie der Composition betrachtet habe, zusammenhingt, will 
ich als zu weit fahrend unterdrflcken, und mich darauf beschränken, das 
Resultat derselben mit einem synthetischen Beweise zu verseben. 

3) Die Zahlen 

P=zan\ Q^a'n, R = Vn^bn', 8 = Vn-hn\ T^dn, U=^cn' 
werden ganz und ohne gemeinschaftlichen Theiler sein. 

Dafs P, Q, T, ü ganze Zahlen sind, erhellt von selbst, da z. B. 
P= —•mn' ist; aus demselben Grunde sind 2R, 2S ganz, also ist nur zu 

in 

beweisen, dafs die letzteren Zahlen gerade sind. In der That, sie haben eine 
gerade Summe und ein gerades Produet, da 2R'\-2S = 2.2b'n und 
2R.2S = AiV'ri'—b^n'^)^4a^€^n^-4acn'^ (wo dn'^^d'n' zu beachten). - 
Ein gemeinsamer Theiler der 6 obigen Zahlen wQrde in P, R — S, 17/ d.i. 

in JL.fnn!, — *mv!, —•mn* aufgehen, folglich in mn* (da ~, — , — re- 
m fii Hl \ n^ nh n^ 

lativ prim\ und ebenso in rnfn; d. b. mn' und nCn wfiren nicht prim gegen 

einander, gegen 2). 

4) Es sei fi der gröfste gemeinschaftliche Theiler der drei Zahlen 
P, Qj A*); die Zahlen ab', ba\ bV\Bnvl werden saromtlich den Factor 
jtt haben. * 

In der That aus den Gleichungen 

aV.mn' = Vm P, ab' . rn'n = am'R — bm'P, 

ba\m'n=bm'Q, ba'.mn! = a'mR — b'mQ, 

(JkV •\'Dnn')mfi! =^VfnR— e'mQ, {JbV \Dnri)m'n^bm'R-cm'P 

*) Wir können annehmen, dafs a und o' nicht verschwinden, da z. B. die An- 
nahme a's^O die Determinante d zu einem Quadrat macht, und Formen mit quadratischer 
Determinante kein besonderes Interesse haben. 
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folgt zunächst, Ms ab\mn' "und ab'.m'n, baf.mn! and ba'.m'n, {bb'-{-Dnn')mn^ 
nnd (bb''\-Dnn')m'n den gemeinsamen Factor /i haben, and hieraas ergiebt 
sich die Behauptang, da mn' and m'n relativ prim sind. 

5) Die Zahl aa^ wird den Factor /i^ haben. 

Zunächst ist nämlich at^ durch fi theilbar, da dies von den Prodacten 
aä.mnl = clm.P and ad.nin = am\ Q gilt. Hiernach enthalten aa'P, aa'Q, 
aa'R den Factor fi\ Ferner ist 

aa'S = aVQ-bdV, 

aa'T = aVR^{}^V\Dnn')P, 

aäü ^ ba'R - {bV+ Dnn') Q, 

woraus mit Berficksichtigung von 4) folgt, dafs auch aafS, aafT, aafU durch 
^^ Iheilbar sind. Da also aa^ durch Maltiplication mit jeder der 6 Zahlen 
P, Q, R, S, T, ü durch (j^ theilbar wird, und die letztern nach 3) keinen 
gemeinsamen Theiler haben, so enthalt aä selbst den Factor /i\ 

6) Ich behaupte nun, dafs ganze Zahlen B den simultanen Congruenzen 

9,B^!aL \ „od. i^ 

genOgen können, and dieselben nach dem mod.^ einander congrnent sein mflssen. 

Nehmen wir, am dies za zeigen, diese Congroenzen als erfallt an, 
addiren dieselben nach der Moltiplication mit a, ß, y resp., and bestimmen die 
letzteren Zahlen so, dafs sie der Gleichung 

genOgen, so wird 

Nun behaupte ich, dafs jedes durch diese Congraenz bestimmte B den drei 
obigen Congroenzen genügen wird. 

Es ist nur nachzuweisen, dafs die Zahlen 

fi{PB — ab'), fi{QB-^bcf), fi(RB^bb' -Dnn') 

sfimmtlich den Factor aa' haben. 

9* 
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Man findet 

fi{PB—ab') ~ ab'iaP-fji)^ bal.ßP-\- {bb'-\-Dnn') .yP (mod. aa") 

= — fl*' ( /3(? + yÄ) -j- bd. ßP 4- (bb'-\- Dnn' ) . yi» wegen 

aP-fi=-ßQ-j^R; 

setzt man fOr P, Q, R ihre Werthe an', ein, b'n-\- bv! und beachtet 

/)!,«= i' = Ä^-aV. 
so erhält man 

fji{PB^ab') = —at^ß(b'n — bn') — aa^y.c'nCmoi.aa'} = 0(mod. aa'). 

Auf ahnliche Art folgt ittiQB — ba') = (mod. aa'). — Endlich 

fi(RB—bb' — Dnn') 

= (a*'Ä - bb'P - Dnn'P) a -J- {bdR — bb'Q - Dnn'Q) ß (mod. ««' ), 

wo YR = fi — aP—ßQ eliminirt worden ist Fflhrl man statt P, Q, R 
wieder ihre Werthe ein, so wird 

ti{RB—bb'^Dnn') = aäa.dn\aäß,evi = (mod.oa'), 

w. z. b. w. 

Dafs die B nach dem mod. A congraent sein mflssen, erhellt so: 
Gelten die obigen Congruenzen fttr zwei Werthe B, 1^, so sind die Zahlen 

^{B-B'), -^(iB-ß'), l(fi — Ä') sfimmtUch durch A Üieilbar, folglich 

r^ p* f* 

auch B — B, da — , ^^ — relativ prim sind. 

f» fMr fMt 

7) Ferner behaupte ich, dafs B^=:D (inod.il), d. i ^^~^ = C 
eine ganse Zahl sein wird« 

Aus den obigen Congruenzen folgt nftmllch 

(g)>-/))^ '■"■-y-^''' ^ ^.o^Cmot^i^O (»«l.<<). 
Ebenso (-^)*(Ä* — Z>) = 0. Endlich 

Da also B^ — D durch Multiplication mit jeder der drei Zahlen 
(— ) , (— ) , (— ) durch A theilbar wird, die letztem aber relativ prim sind, 
so folgt IT — i> = (mod.il). 
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Die aus den. Formen f=z{a,b,c)^ f' = (a',b',c') zusammengescUte 
Form F=(A,B,C) findet man nun nach den folgenden einfachen Formeln: 





A 






an' 


B 


— 


aV 




B 


= 


baf 




B 


^ 


6^-4- Dun' 




C 


= 


A ' 



(1.) / iILB = ^ Wmod.^) 



wo /i der gröfste gemeinsame Theiler von an!, dn, Vn^hvl; die Zahl B 
positiv und kleiner als A sein kann. 

In der That, setzt man 
(2.) AX\BY\YiD = -{fla:\hr\nriD){€lx'\Vy'\fi^iD), 
so werden in Folge der Bestimmung von (l.) die Coefficienten in 

ganze Zahlen, und nimmt man in (3.) ^D mit dem entgegengesetzten Zei- 
chen und multiplicirt die resultirende Gleichung mit (2.) selbst, so wird un- 
mittelbar 

AX}^ 2BXY\ CY^ = {ax"^ Uxy + c/)(a'a:«+ 26V/4- c'/^), w. z. b. w. 

Das Resultat, insbesondere die Transformation (2.) 9 erscheint hier in 
der einfachsten Form. Die Form F wird durch blolse Congruenzen bestimmt, 
während sie bei Gaufa (Disq. Arithm. art. 236. 242. 243) von der Trans- 
formation selbst abhängig gemacht wird und nur in einem besondern Fall 
theilweUe Congruenzen benutzt sind. — Ich bemerke noch, ohne auf einen 
Beweis dafQr einzugehen, dafs die Formel (2.), wenn die rechte Seite mit 

dem Factor —-{ — ^J multiplicirt wird, alle Transformationen von F in ff' 
umfafst, wo ^^^ mr^ ^ der gröfste gemeinsame Theiler von A, B, C; 
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ctf=l oder 2, je naehdem JPaus einer eigentlich oder npeigentlicb primitiven 
Form derivirt; t and u die Totalität der Wurzeln der Gleichung t^—Ju^=:w^ 
bezeichnen. 

Wir haben später nur den besondern Fall nöthig, wo ds=d\ m prim 
gegen m^ f und f beide direct in die Composition eingehen. Da D das 
gröfste gemeinschaftliche Maafs von dm*^ und d'm^, so wird also auch D = d 

sein, ferner n=:y-|j-==l und ii' = y-^ = l. Die nölhigen Formeln sind dann 

B = *(inod.— ) 
(3.) ( B = *'(mod.— ) 

c = —3—. 

wo ju das gröfste gemeiDScbafUicbe Maafs von a, ä, h\Vi B positiv und 
kleiner als A sein kann. Die Transformation ist 

(4.) AX\BY\Y^D = \-{ax\hr\yiD)(iijf\hy\y'iD\ 

IT 

Unter den zahlreichen Folgerungen hebe ich nur folgende hervor, 
welche sich unmittelbar aus (3.) ergeben: 

L Durch Composition der Hauplklasse mit einer andern Klasse f 
resultirt f selbst, oder die Hauptklasse kann bei der Composition über* 
gangen werden. 

IL Die durch Duplication einer eigentlich primitiven Form f ent- 
stehende Form ist bestimmt durch 



,, B^*(mod.-^), ^Ä^i^(mod.J), 



26 „ 26«— HC 

wo fi das gröfste gemeinschaftliche Maafs von a und 2h ist. 

Wenn f einer Classis anceps angehört (in welchem Falle in der- 
selben eine Ancepsform existirt), so kann man 26 als durch a theilbar an- 
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sehen, also fi=^aj ^=1, 0^=0, d. h. durch DupUcation einer ^gentUch 
primitiven Ancepsklasse entsteht die Hauptklasse. 

III« Wenn durch swei Formen f, f die Zahlen n und n' resp. dar- 
gestellt werden, so kann man immer eine aus beiden susammengesetzte Form F 

finden, durch welche — ^ darstellbar ist. Dafs aber jede andere aus f, f 

componirte Form die nSmliche Zahl darstellt, wörde erst dann folgen, wenn 
nachgewiesen wSre, dafs dieselbe der Form F nothwendig aequivalent ist. 

Berlin, den 22. December 1857. 
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Ueber die Anzahl der Genera der quadratischen 

Formen. 

(Von Herrn F. Arndt) 



Llie genaue Bestimmung der Anzahl der Genera, in welche sich die 
sSmmtlichen Klassen quadratischer Formen von derselben Determinante und 
Ordnung vertbeilen, ist bekanntlich einer der schwierigsten Punkte in den 
Disq. Arithmeticis. Leicht war es zu zeigen, dafs die Anzahl der primitiven 
(positiven) Genera die halbe Anzahl aller angebbaren Charaktere nicht fiber- 
treffen könne; — um aber darzuthun dafs sie derselben genau gleich ist, oder 
um den Satz, auf welchen es allein ankam, beweisen zu können: „dafs Jede 
gegebene Klasse des Uauptgescktechtes durch Duplication einer andern 
Klasse erzeugt werden kann", mntsle Gaufs die Theorie der ternären 
quadratischen Formen zu Hilfe nehmen. Wenn derselbe Ober den erwfihnten 
Gegenstand sagt (Disq. Aritbm. §.261): ^^sed hujus propositionis gravisaimae 
veritas infra demum e recondiüssimis numerorum mysteriis enodari poterit"^ 
und §.287. IIL: ^»Haecce theoremata, ni vehementer fallimur, ad pulcherrima 
in theoria formarum binariarum sunt referenda, eo magis quod licet summa 
simplicitate gaudeant, tarnen tarn recondila sint ut ipsarum demonstrationem rigo- 
rosam absque tot aliarum disquisitionum subaidio condere non liceat*^ so dürfte 
eine ganz elementare Behandlung der Sache, welche ich den Freunden der 
Zahlentbeorie hier vorlege, nicht ohne Interesse sein. Es ist noch zu be- 
merken, dafs auch Herr Dirichlet in seinen ^Recherches sur diverses ap- 
plications de TAnalyse infinitesimale a la th^orie des nombres"*, bekanntlich 
die Anzahl der Genera genau bestimmt bat, aber aus einem ganz veränderten 
Gesichtspunkte, welcher dann neue Aufschlüsse ergeben hat. 

Nach diesen Vorbemerkungen wende ich mich zur Lösung des Pro- 
blems Disq. Arithm. §. 286, auf welches es allein ankommt, will mich jedoch 
auf den Fall beschränken, wo die Determinante durch kein Quadrat theilbar 
ist. da sich der allgemeine Fall auf diesen besondern zurückführen läfst. 
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Theorem I. 
Durch eine gegebene eigentlich primitive (positive) Form von der 
durch kein Quadrat iheilbaren Determinante D, kann, wenn sie im 
Haupigeschlechi ist, immer ein Quadrat dargestellt werden, welches 
zugleich prim gegen D ist. 

Es sei /*= {a, h, c) die gegebene Form. Da eigentlich aequivalente 
Formen dieselben Zahlen reprösentiren, so können wir annehmen^, dars a prim 
gegen 2D ist, welche Bedingung sich nöthigenfalls durch Transformation von 
f erfollen läfsl. 

Wegen 6^— ac^=^D ist D quadratischer Rest von a, und da die Form 
f in das Hauplgeschlecbt gehören soll, auch umgekehrt a quadratischer Best 
von D. Es wird nöthig sein, die Zahl a von ihren quadratischen Factoren 
zu befreien; wir setzen also ats^r^S^al, so dafs V durch kein Quadrat Ibeil-- 
bar ist. Alsdann wird nach dem Vorhergebenden jD Rest von a* und nn(- 
gekehrt a' Rest von D sein. Man bemerke noch, dafs im Fall der negativen 
Determinante a' positiv ist, da dann die Form f positiv sein soll 

Da nun D und af relativ prim, keine dieser Zahlen durch ein Quadrat 
theilbar, D Rest von a\ a' Rest von D und endlich —D und —d nicht 
zugleich positiv sein können, so kann man nach Legendres Theorem (Theorie 
des Nombres, 3'^'"* ed. §. 27) der unbestimmten Gleichung 

x'—Df = a'e 

in ganzen Zahlen genflgen, welche offenbar keinen gemeinschaftlichen Factor 
zu haben brauchen. Hstten ferner z und D einen (geraden oder ungeraden) 
Primfactor ^ gemein, so würde derselbe in x aufgeben; alsdann wäre aber, 
da q prim gegen y sein mufs, D durch q^ theilbar, gegen unsere Voraus- 
setzung. Also folgt, dafs z und D relativ prim sind. 

Da durch die eigentlich primitiven Formen (1,0, —JO) und f=i{a,b,c) 
respective die Zahlen aV und a dargestellt werden können, so wird durch die 
aus beiden zusammengesetzte Form, d. i. durch f selbst (Auflösung einer 
Aufgabe in der Composition I) das Product a.a'z^ =^(&a^zf dargestellt, und 
zugleich ist &a'z prim gegen D nach dem Vorhergehenden, w. z. b. w. 

Theorem IL 
Jede gegebene eigentlich primitive (positive) Form von der durch 
kein Quadrat theilbaren Determinante D kann, wenn sie im Haupt-- 
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geischlecht ist, durch DupUcaüon einer eigentlich primitiven Form von 

derselben Detertninante erzeugt werden. 
Die gegebene Form sei f=:(a,b,c). Nach dem ersten Theorem ist 
durch dieselbe ein Quadrat {h^) prim gegen D darstellbar, weshalb f in 
eine eigentlich aequivalente Form mit dem ersten Coef&cienten A% nfimlich in 

<p = (*%/,!!•) 

verwandelt werden kann, wo t^—h'^m^=D} und es kommt jetzt nur darauf 
an, eine eigentlich primitive Form von der Determinante D nachzuweisen, 
durch deren Duplication die Form q> entsteht. 

Eine solche Form ist, wenn l'*~ h ungerade, 

tp = (Ä, l, mh). 
Znnfichst Ist nfimlich yj eine eigentlich primitive Form, weil, wenn h, 21, mh 
einen gemeinschaftlichen (ungeraden) Factor hfitten, derselbe in h und 4Z7 
(also in Z7) aufginge, was der Bedingung h prim gegen D widerspricht. 
Uebrigens ist h prim gegen 2t, was auf dieselbe Weise folgt. Gomponirt 
man nun die Form ^ mit sich selbst tu der Form (JS, L, ilf }, so ist (S. die 
Abb. Auflösung einer Aufgabe II etc.) 

H=h\ L = l (mod. A), 21 L = 2/' -h . mk (mod. A') 

oder einfacher 

L = l (mod. AO« 

Da diesen Congruenten L = / genflgt, so sieht man, dafs in der That die 

Form (Jk^,l,m) = ip durch Duplication von \p entsteht. 

Ist 2**^ h gerade, so behaupte ich, dafs fp durch Duplication der Form 

resullirt, wo sogleich zu bemerken, dafs der dritte Coefficient =/-|-y(iii-fl} 
eine ganze ungerade Zahl ist — denn da l^ — h^m = D, und D nicht durch 
4 theilbar sein kann, so ist / ungerade und m ebenfalls, weil (p eigentlich 
primitiv ist. Da ferner 2h und 2(/-f A) das gröfste gemeinschaftliche Maafs 
2 haben, so wird die aus y; und 9 componirte Form [H,L,M) durch die 
folgenden Formeln bestimmt: 

Ä = A^ L = l^h (mod. Ä), (/+ Ä) L = ^H^^'+P (mod. h') ; 

diesen Congruenzen genügt aber L^^l, wie leicht erhellt, folglich bringt yß 
durch ihre Duplication die Form 9 hervor, w. z. b. w. 
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Aaf Grand des vor hergebenden Theorems können wir jetzt, wie schon 
erwähnt, die Frage nach der Anzahl der eigentlich primitiven Genera in dem 
Fall, dafs die Determinante durch kein Quadrat theilbar ist, als erledigt 
ansehen. Auf diesen führen wir aber den allgemeinen Fall auf folgende 
Art zurOck. 

Es sei D = PS^ oder 2PjS^ wo P ungerade und durch kein Quadrat 
theilbar; ferner seien p, p\ p^\.. alle Primfactoren von P; r, r', r" . . . alle 
ungeraden einfachen Primfactoren von 8, welche in P nicht aufgehen. Der 
bessern Uebersicht wegen lassen wir hier das Schema folgen, weiches Diricklet 
fOr die Aufzählung der eigentlich primitiven Geschlechter entworfen hat. 

I. D^PS\ P = 4/i+l 

(7)'(7)-(t).(7)-- 

(7).(7)--(t).(7) 

(7)'(f)-(t).(7) 
n. D=ps\ 

i-ip"^ (7)* (7) • 
(-1)"^» (7)» (7) • 
(-1)"^» (f)^ (7) • 

in. D = 2PS\ 



S = 2v-\-i 
S = 4y-fa 
Ä= 4v 

S = 2^+1 
S = 4vi2 
5 = 4»' 



2 



2 



8 =s 2v+l 
S = 2y 

S = 2y+l 
8 = 2v 



n»-l 



(-1)"^. (7). (7) 
(-1)"^. (7). (7) 

'. (7). (7) 
. (7)' (7) 



lY. 



(~1)" 



-1 , li»-I 



(-1) 






(-1) 

(-1) 
P = 4At + 3 

(f ). (7) • • • 

(t). (f) • ■• 

(f)'(f)-- 

P= 4U-J-1 

(f)-(F)- 
P=4/*-{-3 

(f). (7) 



flt-l 



(-1) 



nt-l 



(-!)■ 



(-1)' 



n— 1 



Legt man für eine bestimmte Determinante D jedem Symbol der be- 
treffenden Horizontallinie den Werlb -f 1 oder —1 bei» und combinirt die so 

10* 
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erballenen Werthe auf alle möglichen Arten, so erh&lt man alle a priori 
angebbaren Genera, deren Anzahl, wie man sieht 

= 2% wenn D^\ (mod. 4); 

= 2'+S wenn Z)e^3 (mod. 4) oder = 2, 4, 6 (mod. 8); 

^2'+% wenn Z) = (mod.8); 

wo z die Anzahl der einfachen ungeraden (von ±1 verschiedenen) Prim* 
factoren von D bezeichnet. 

Zieht man aber die Bedingung: „D Rest von n" in Betracht, welche 
daraus folgt, dafs die Zahl n durch eine Form von der Determinante D dar- 
gestellt werden soll, und wendet das &aiiAsche Fundamental -Theorem der 
quadratischen Reste an, so reducirt sich die Anzahl der aufgezählten Genera 
gerade auf die Hälfte, wenn D kein Quadrat ist. Den letztern Fall schliefsen 
wir aus, da er keine besonderen Schwierigkeiten hat. Die obige Bedingung 
ISfst sich auch dahin aussprechen, dafs die im ersten Theil der Horizonlal-- 
Imie stehenden Symbole, wenn man sie gleich -|-1 oder —\ setzt, die 
positive Einheit zum Product geben müssen, wie hinlänglich bekannt ist. 
(S. Dirichlet applications de Tanalyse infinitesimale a la theorie des nombres 
Bd. 21 dieses Journals.) 

Wenn iS^=l, so kommt, wie man sieht, in dem Schema Jedesmal 
nur die erste Unterabtheilung in Betracht, und der zweite Theil der Hori- 
zontallinie ist nicht vorhanden. In diesem Falle ist die Existenz aller Genera 
schon erwiesen« 

Wenn 8>\y so existirt nach dem Vorhergehenden zunächst eine 
eigentlich primitive (positive) Form von der Determinante P oder 2P^ nämlich 

F= a3i^'\'2bxy-\'Cf, 

deren Charakter mit dem ersten Theil der Horizontallinie öbereinslimmt, nach- 
dem man die Symbole = ^\ oder —1 gesetzt, mit der Bedingung, dafs ihr 
Product = -f 1 ist. 

Ich behaupte nun : die Zahlen x und y können so bestimmt wer^ 

den, dafs die alsdann durch die Form F dargestellte Zahl n auch die-- 

jenigen Bedingungen erfüllt, welche der zweite Theil der UorizontaU 

Mnie vorschreibt, nachdem man für die Symbole beliebige pos. oder neg. 

Einheilen gesetzt hat. 

Den Coefficienten a können wir, ohne der Allgemeinheit zu schaden, 
prim gegen 2D annehmen. 
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Zuerst ynrd man x osd y so bestünmen können, dafs der Wertb n 
von F die Bedingung ^— J= + l, wo das Zeichen der Einheit beliebig, er- 
fallt, d. h. so, dafs 

ax^'\'2bxy'{'Cy^ ^ p (mod. r) 

wird, wo Q irgend eine gegebene durch r nicht theilbare Zahl bedeutet. 
In der That, diese Bedingung giebt (P oder 2P:=J) 

(ax -f by-y — Jy^ ^ a^ (mod. r) ; 

setzt man für y die Zahlen 0, 1, 2, . . . T , so werden die kleinsten posi- 
tiven Reste von Jy^-^-aQ (mod. r) alle unter einander verschieden sein; 
sie können also nicht sammtlich quadratische Nichtreste von r werden, woraus 
folgt, dafs mindestens fQr einen jener Werthe von y der kleinste positive Rest 
von Jy^'\'aQ entweder Null oder ein quadratischer Rest von r sein wird. Man 
bat dann Jy^'\-aQ ^^^ (mod.r), (wo.? Null sein kann), und x braucht nur 
der Bedindung ax'\'by^^ (mod.r') zu genflgen, welche, da a prim gegen 
r, sich immer erfalien läfst. Und hat man x', y so gefunden, dafs 
ax*' + 2bxy + ly» = p (mod. r), 

so wird überhaupt ax' -f ^bxy -f O^ ^ (> (mod. r) sein , wenn man x^x' 
und y^y' (mod.r) macht. 

Um also den Charakter , um welchen es sich handelt, in Bezug auf 
Tf t\ r*\ . . . hervorzubringen, bat man x und y nur so zu bestimmen, dafs 
sie einem System von Congruenzen von der Form 

x^x^ (mod. r) ^ a/^ (mod. r') ^ j?"' (mod. r") etc. 
y = y (mod. r) = y" (mod. #0 = /" (mod. r'O etc 
genügen, was immer möglich ist. 

In dem Fall IV ist weiter keine Bedingung zu erfüllen. 
Im Fall I ist bei zwei Unterabtheilungen nachzuweisen, dafs 
ax''\'2bxy'{'Cy^ ^ € (mod. 8) 

werden kann, wo « gegeben und gleich 1, 3, 5 oder 7 ist. Diese Con- 
gruenz giebt 

{^ax-\'byf-Pf^= m (mod. 8), 

und man braucht nur y^O, 1, 2, 1 zu nehmen, je nachdem 

f « = 1, 3, 5> (mod. 8) 

ist, damit Py^-j-M^?* (mod. 8) werde. 
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In der dritten Unterabtbeilang des Falles II bat man offenbar nur zu 
zeigen, dafs 

(ax + byf = P/ 4- 5 (inod. 8) 

werden kann, und es genfigt X^^l (med. 8) zu nebmen, damit sich x be- 
bestimmen ISfsL ~ Der Fall III ist dem letzten ganz fibniich. 

Es seien nun auf die vorbergebende Weise die ganzen Zablen a, y 
so bestimmt) dafe der Wertb 

n = aaa \2hay \ cyy 

denjenigen Charakter bat, welchen die Horizontale vorschreibt, wo also n 
prim gegen D. Man kann annehmen, dafs a und y relativ prim sind; denn 
haben sie das grOfste gemeinschaftliche Maafs &y so ist ffir a=^&a!, ysB,&y': 
n = S^n', aa'a!'\'2bay^cyy = n', wo die Zahl n' denselben Bedingungen 
wie n genögen wird, wie leicht erhellt. 

M^n bestimme ß und J so, däfs ad — ßy=Sf und transformire die 

Form /*=? (Oßb^e) durch die Substitution \gß ^ entsteht die Form 

(n,V,€^) von der Det. J8^ = D, 

welche eigentlich primitiv ist und die Zahl n prim gegen D reprftsentirt. 
Diese Form hat mithin den vorgeschriebenen Charakter. 

Hiermit ist bewiesen, dafs die mit der Bedingung ,,D Rest von n'" 
anfgeilhhen eigentlich primitiven Geschlechter simmtlich existiren, wie auch 
D beschaffen sein mag. 

Die uneigenllieh primitive Ordnung wird auf dieselbe Weise behandelt; 
und Oberdies kann sie, wie Gau/i gezeigt bat, auf die eigentlich primitive 
zurflckgeffihrt werden. 

Beriin, den 23. Decerober 1857. 
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Auszug eines Schreibens über die LamSsehen 
Functionen an den Herausgeber. 

(Von Herrn B. Heine zu Halle.) 



JLlie Arbeit) welche ich Ihnen, verehrter Freund, heute flbersende, 
ond die ich durch dies Schreiben einleite, betriflfk einen Gegenstand, (kn ich 
immer mit Vorliebe betrachtet habe, nSmIich die von Lame im Liouvitleschen 
Journal T. IV eingefQhrten Functionen E. Es ist mir gelungen, diesen Functio- 
nen eine neue Seile abzugewinnen, und die bekannte Gleichung, von der sie 
abhangen, von einem neuen Gesichtspunkte aus zu betrachten. 

Ich brauche auf Lames Bezeichnung, die Ihnen bekannt ist, nicht 
zurflckzukommen ; der Kflrze halber will ich hier nur von solchen E reden, 
die zu einem graden n gehören, und ganze Functionen der Verfinderlichen fi 
oder y sind, indem ich diese Buchstaben fQr Lamis (>| und Q2 gewählt habe. 
Ich bezeichne sie durch K*, wo s alle Werthe 0, 1, 2, ... ^n erhSit* Die 
dazu gehörigen B^ setze ich gleich (6^-f O^- 

Lame entwickelt die K{v) nach Potenzen der Verfinderlichen; ich 
stelle sie durch eine Reihe dar, welche die Form hat 

K'iv) = /9SP.,«(t)+'^ ^..»(t)+-+/^-^-."(t)' 
in der die ft Constanten vorstellen, und die P^^^ jene Functionen sind, welche 
ich nach dem Vorgange von Gaufe (in der allgemeinen Theorie des Erd- 
magnetismus) in meinen Arbeiten auf diese Art bezeichnet habe (Siehe $• 1 
der folgenden Abhandlung). Der wesentliche Theil der ß besteht dann aus 
den Coefficienten a einer orthogonalen Substitution ($.6, Gleichung (5.)}^ 
durch welche eine gegebene homogene Function zweiten Grades von ^n-fl 

Veränderlichen x in die Form -2" S^yy verwandelt wird (§• 7). Es folgt 

daraus, dafs die ^ erballen werden, indem man die Determinante, welche bei 
solchen Transformalionen vorkommt, gleich Null setzt. 

Nachdetm ich dieses Resultat gefunden hatte, bemerkte ich, dafs ein 
Theil desselben, nfimlicb in sofern es die ^ betrifft, sich wenigstens im All- 
gemeinen ziemlich einfach erweisen Ififst. Dies geschieht zunfichst auf den 
folgenden Seiten ; wenngleich ich dort nachweise, dals die Gleichung fflr die 
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^ bei einer bestimmten Sabslitution der Art vorkommt, so erkennt man doch 
noch nicht die Rolle, welche die Coefficienteo der Substitution spielen. 
Setzen wir dazu, wie Lami 

K{v) = yoi^' — yi»^-'-|- j'j»'""* , 

so wird, wenn 20 = n ist, 

= Äoyo+*oyn 

= ^ayi+*jj's+*»y>» 



wo 



Ferner 



Ä,= -t-(J»-|.«»)(Ä-(«_4)'), 

k„ = 4.2(2«-!), y, = -f-ii(n-l)A»c», 

Ar, = -4(2n-3;, y, = -(ii-2)(«-3)ÄV, 

k, = +6(2n-5), \9, = 4-(«_4)(r»-5)Ä»c% 



gemacht ist, Man bat daher St so zu bestimmen, dafs die Determinante des 
obigen Systems verschwindet. Ans den Formeln, die Painvin im LiouoUU- 
schen Journal 1858 S. 41 und 42 gegeben hat, bemerkt man, dafs die Deter- 
minante nicht von den k and g selbst, sondern nur von den Producten 
^0^1 « ^i9i otc- abhängt, also dafs sie gleich der folgenden ist: 
Äo y'ÄÖ^ ••• 

iKFi Ä| v'ä;^ ••• 

v'*i^ Ai yÄ^ ••• 

yÄ^ Äj •• 
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Auf diese ffihrt aber die Aufgabe ^ solche lineare Substitution zu bestimmen, 
durch welche 

und 

f n^xl — Zjfk^gXo Xj — q(n — 2 fori — 2}/l(^Xi x, + elc. 

wird^ wenn ^s==fr^-f ^^ ^^^ jedes € gleich ±1 gesetzt, wird. Hiermit ist 
dieses partielle Resultat erwiesen; in der Abhandlung tritt es in bestimmterer 
Form auf. Die Determinante , die dort vorkommt, obgleich sie der obigen 
der Hauptsache nach gleich sein mufs, hat eine andere Gestalt, indem in ihr 
i^-f c^ und (?^h^ vorkommen, w^rend hier statt de$ letitteren be auftritt. 

Um den Untersuchungen der beifolgenden Abhandlung naher traten xu 
können, mufs ich von dreien meiner froheren in diesem Journale veröffent- 
lichten Arbeiten reden. In der ersten derselben (Bd. 26) habe ich die 
Anziehongsaufgaben fär dte Rotationsellipsoide gelöst; man findet dort die 
hauplstclilichen Eigenschaften der Functionen P, welche ich benutze, ent- 
wickelt. Die zweite, im Jahre 1844 vollendete (Bd. 29), behandelt die 
dreiachsigen Ellipsoide, und zwar gebe ich die Formeln fflr den inneren Punkt 
in einer neuen Gestalt, die fQr d«n äufseren mit HOlfe von Lames E und 
einer damals noch nicht angewendeten Function F. Erst im 42'^^ Bande 
erscheint auch die Lösung der* letzten in einer neuen Gestalt. Jede dieser 
drei Arbeiten solK wo ich auf dieselbe zu verweisen habe, durch den Band 
des Journals, in dem sie steht, bezeichnet werden. 

Ich habe nicht den Anspruch gemacht, dafs meine Lösungen, welche 
die spateren sind, die Irnm^schen ersetzen sollen: sie sind vielmehr bestimmt, 
neben ihnen aufzutreten, indem beide Formen fflr verschiedene Zwecke ver- 
schiedenen Werth haben. Da LamSs Form die Wurzeln von Gleichungen 
enthalt, meine Lösungen nur die Coeffldenlen der Gleichungen, so erkennt 
man leicht, dafs nur symmetrische Functionen dieser Wurzeln vorkommon, 
und ilie Yergleicbnng beider Lösungen verschafft Eigenschaften der Wurzeln. 

harne zeigt, dafs die bekannte Gleichung der Kugelfunctionen, wenn 
man sie in seine Coordinatea trausformirt, durch ^n-f 1 Producte K{ia)K{v) 
integrirt wird, woraus ich schliefse, dafs sieh jedes dieser Producte linear 
durch in-fl Functionen P„,2p (cos 0). cos 2/^9 ausdrücken läfst, vfop dieWerthe 
0, 1, 2, . . . \n erhält. Diese Functionen, in und (p, oder iu fjL und y 

Journal rUr Mathtmatik Bd. LVI. Heftl. 11 



82 Heine, Schreiben über die Lamdeehen Functionen. 

aasgedrAckt, nenne ich Cjp^ wo ($.1) die C solche Fnnclionen von fi vnd 

V sind, dafseießr den besonderen Werth fi=^c m.P^^ (y) übergehen, 

fflr andere besondere Werthe, als von p abhängigen Theil, den Cosinns eines 
2/ifachen Winkels erbalten. 

Bedeuten nnn die GrOfsen y Constanten in Beziehung anf fi und v, die 
mit den oben so genannten nicht zusammenhangen, so kann man daher setzen 

Wir können diese Gleichung zur Definition der K benutzen, indem wir K 
die FuQCtionen 

psta 

nennen, in welchen die y so bestimmt sind, dafs die Summe ein Prodoct 
einer Function f(ji) in eine Function f{v) ist. Dadurch sind die f (bis auf 
einen constanten Factor) bestimmt, und die (T-]-1 Functionen, die man so 
•erhfilt, sind gleich den K. 

Die Behandlung der Gleichungen, zu welchen man auf diese Art ge* 
langt, macht jedoch Schwierigkeiten, weshalb ich die K anders definire. Als 
erste Eigenschirft derselben halte ich fest, dafs sie die Gleichung (n.) erfollen 
mfissen. Die zweite soll sein, dafs, wie LamS es fflr die E nachweist. 



/"/ 



^''K'{fi)K'(y)K^(fi)K^(y)aned0dq> 



U 

verschwindet, wenn p und e verschieden sind, dagegen einer Constanten 
gleich wird, die ich willkflrlich bestimmen kann, und der Einfachheit halber 
gleich 1 setze, wenn p=zs Ist. Dadurch erhfilt man, wenn Ozp eine bekannte 
einfache Constante vorstellt (§.l), sofort 

psaO 



2;rfi^^^prip-^^i^ 



wenn r=se, sonst s=0« Setzt man nun 

so sind die a CoofBcienten einer orthogonalen Substitution. Sind die a als 
solche gehörig bestimmt, so wird also 
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Man erkennt hieraus die merkwfirdige Eigenschaft der Entwickelang von 
K(/i)K(r) nach den C, nach welcher die Gröfsen C^y^a^ in die Prodacte 
auf der linken Seile darch das umgekehrte System der CoeflBcienten ausge- 
drückt werden, wie es im §. 6 Gleichung (4.) zu finden ist. Man erhfilt 

Die Entwickelung von einem Factor K nach den P^^^ ist dort ebenfalls an- 
gegeben. 

Es treten hier die Coef&cienten orthogonaler Substitutionen, wie man 
sieht, in eigenthQmlicher Art auf. Man hat schon lange ihren Nutzen bei der 
Integration gewisser Formen erkannt, und sie gebraucht, eine Summe 

durch eine andere 

auszudrücken, indem man jedes dx durch eine Gleichung 

mit den dk verband. Hier haben wir ein in gewisser Beziehung umgekehrtes 
Verfahren. Hat man nfimlich eine Anzahl a-f 1 von Functionen /"gewisser 
Verinderliehen l, fi, v^ etc., welche die Eigenschaft besitzen, dafs 

fMf^f.dldfidv... 

verschwindet, wenn p und q verschieden sind, für p = q aber eine von p 
wabhängige Constante wird (wobei M eine Function von l, /i, v etc. be- 
zeichnet, und die Integration in innerhalb beliebig gegebener Grenzen stattfindet), 
so kann man durch solche Coefficienten y einer orthogonalen Transformation 
sogleich Functionen tp von ähnlicher Eigenschaft durch die Gleichungen bilden 

Maoht man, um ein einfaohea Beispiel zu wfiblen, 
80 wird 

Bildet man noch aus svax, ain2x, ... sin aar im Ganzen a flhnücbe Functio- 
nen %ff, so wird man 2a -fl Functionen erbalten, welche noch aufserdem die 
Eigenschaft mit den ursprünglichen gemein haben, iti» die Summe ihrer Qna- 

11 • 
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drate «in« Conskante —^y gleich der Summe der Quaidrate von Vi , cww, 
eos2x, etc.» sinr^ sin2r^ etc. ist. 

Die dritte Eigenschaft der Functionen, welche sie nun vollatendfg 
definirt, besteht darin, dafs JK^=-^StK sein mufs. Wenn 

de^ ^^,_^iy^,_^i und 

gesetst wird, d« h. dafs iC der Differentialgleichung von £/am/ genügt Mache 
ich mit (6.) die Operation Jj Und bezeichne die linke Seite dann mit — A 
so wird 

Multiplioirt man die Gleichungen dieses Systems mit denen des. Systenuü (i.) 
und mit B\n$ä0d<p, so erhfllt man sofort die Werthe 

»afp 

durch Integrale 

ausgedrdokt» und dann sind^die a bekanntlich die Coefiidenten^er orthogo- 
nalen Substttution, durch welche 

in 



Sbergeht (§. 7). Die einzige Schwierigkeit besteht also im Auffinden der b, 
und zunichst der D; ich zeige, dafs D^ linear durch Cp, Cp^^ und C^^^ aus- 
gedruckt, und dafs daher d=:0 wird, wenn nicht 7 = ;^ oder p±i^ fftr 
diese Fälle aber eine einfache bekannte Gröfse ist. 

Die Auflind ang der einfachen Formel (30 im $.5 fOr JC machte be-* 
deutende Rechnungen nöthig, und fast Alles^ was in §» 1 bis $. 5 gesagt isiv 
wurde 2ur Ableitung dieser Formel entwickelL^ Lassen sie mich einen Augen-* 
blick bei derselben verweilen! Sie erinnern sich, dafs Jacobi in einem 
Schreiben (Bd. 42 dieses Journals) mich Aber die Art belehiley auf 'Welebe 
sich das von mir (Bd. 29) entwickelte Resultat durch eliiptischef Functionen 
verhältnifsmäfsig leicht erweisen liefse^ dafa nämUch C^ ein Integral der von 
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Lamd aofgesteOten partielleo Differentialgleichung nach (jl und y ist (bei 
Lame 61. 18). Ich selbst habe darauf durch directes Differentiiren nach fi 
und V dieselbe Formel verificirt, war aber genöthigt, eine langwierige und 
ftufeerst lästige Rechnung durchzuführen. Aber weder JacoUs noch meine 

Rechnung zeigt, welchen Beitrag -^ und -^ einzeln liefern, um als Summe 

n(n'{'i){v^'^fi^)C zu geben. Die Formel (3.) belehrt darflber, indem die 
rechte Seite kein v explicite enthalt, sich also durch Vertauscbung von ^ mit 
y nicht verändert. 

Ich habe vergeblich versucht, (3.) a posteriori zu verificiren, indem 
ich den Integralausdruck ffir C^ oder auch den zweiten endlichen (§. 1) 
differentiirte. Da die Ableitung durchaus streng ist, so hatte eine Verification 
der Formel fOr mich zunächst nur den Werth, die Richtigkeit meiner 
Rechnung zu prflfen, ohne sie wiedetholen zu mftssen. Ffir specielle 
Wertfae von n z. B. n=:2, 4 hat diePröfung keine Schwierigkeit, auch fOr 

jedes n und fi = c, wo also Cm='Pn,m\Jr) wird und man daher eineFor« 

mel fOr die Differentiation von Pn^^ erhält, wenn man eine wiUkflrliche 
Gröfse c hinzunimmt, gelang sie vermittelst Anm.I und IV meiner Abhandlung 
(Bd. 36). Ein Beweis der Formel aus dem Integral hätte noch ein besonderes 
Interesse, da er vermuthlich Resultate fär ein gebrochenes, positives oder ne- 
gatives n, und ffir das Integral zwisehen willkfirlichen Grenzen liefern wflrde. 
So habe ich in meiner Inaugural- Dissertation $.9 die Eigenschaften der P^^^ 
aus dem Integrale 

/ "(a: -f cos ip ]/x^— iy cos m(p d(p 

abgeleitet, und mir dabei zwar n ganz und positiv vorgestellt, die Betrach- 
tungen bleiben im Wesentlichen aber noch in allen oben erwähnten allgemei- 
neren Fällen gfiltig. Im 50***" Bande dieses Journals habe ich die Grundformel, 
aus der Jacobi Bd. 26 die Laplacesche Entwickelung der Kugelfunctionen 
ableitet, durch eine Substitution bewiesen, die gleichfalls noch gilt, wenn n 
beliebig und ebenso die Grenzen der Integration willkfirlich sind, und erst, 
wenn die Beschränkungen fortfallen, mit bekannten in gehörigen^ Zusammen- 
hang tritt. So findet man aus ihr z. B. ffir n= — |, dafs 

dtp! 



/; 



y'a-f 6cost^l/c+5rcos(Vf— 9) 
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«ich ia hüegnie ier Vmm 

f ** 

traMforanrM \ÜA. 

Zm Sefetawe 4er ArMl ob f.8 kabe ich aocfc fie Kettaikiehe, 
raf wdche ich gefttrt wv^, etwas gfaair MncheL Yoa dea spedeHea 
Fonada, die Ihr x=l trfcalTM wcHea, febe ich Ihaea eiaige Probea, 
BiaKdb ffer « = 5 aad « = 6. Jfaa iaM 

« . («-2«)(»— 4*) 
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Einige Eigensehaften der Lamiseheu Functionen. 

(Von Harn B. Beine so Halle.) 



«1. 
Ich gebrauche, in Uebereinstimmnog mit froheren PestseUnngen, die 
Beseichnang: 

I (n--m)(n--m~-l)(ii— at— 2)(ii--m-— 8) _,_«^ \ 
"T* 2AA2n—i)l2n^3) *^ ~'*V» 



and nehme ^\—x^, wenn die Worzel reell ist, positiv; ist die Wnrcel rein 
imaginär, so soll ^\—x^ gleich ,t mal der positiTen Wurzel }fx^—i sein. 
Andere Ffille werden im Nachfolgenden nicht vorkommen. 

Verbindet man Gröfsen 6 and 9 mit anderen fi and y durch die 
Gleichnngen 

SO können tf nnd 9 als Functionen von ^ und r, und umgekehrt /« und v als 

Functionen von und 9 betrachtet werden. Setst man för fi und v Gröfsen 

fii und Vi, so sollen die entsprechenden Werthe von und q> durch Oi und 9)1 

beMichnet werden. 

Es sei ferner 

'*,.,«(co8tf).cosm9 s= C^, 

Pn,m(s\n 0). sin m(p = iSf^, 

es mögen C nnd 8 in und g>, oder in /u und p ausgedrückt sein; ver- 
wandeln sich und (p in Oi und 91 , so sollen C und i9 in C^ und S^ Aber- 
gehn. Da nach einer bekannten Formel von Jaeobi Pn,m=^('-'iTPn,^m 
ist, so wird 
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Ferner ist j^o^^O. Bezeichnet mao mit y ^>n® ^^tte des sphfirischeii Dreiecks, 
dessen zwei andere Seiten und 6^ den Winkel if--(px einschliefsen, femer 
durch Pn den Cocfficienten von a* in der Entwickelung von (l— 2ÄC0sj^-}-a*)"^ 
nach aufsteigenden Potenzen von a, so findet man 

wenn 

o (i.3.5...(2n — 1)V ^ /1.3.5...(2n— 1)V 

'*» = ^'n{n-^m)Ü(n-m)' ^ = ^ IT^ ^ 

gemacht wird. 

In einer froheren Arbeit habe ich C und jS als Integral -Aosdrficke 
gegeben ; es ist nftmlich 

r — Uli n(n^m)n(n-^m) 
*^" ~ fr i-7I(3n| 

Y C^+*~67?=P co8V>+» ^^^il^^, smti,)cosmy,dyr. 

o _ 2^2^ JI(n— m)(J7(n+iw) 
':~ n t-/7(2») 

Man kann dieselben Gröfsen offenbar auch in die endliche Form bringen 

^ VV aT/' 2.(2,»-l) — VW) + 'V' 

Aus dieser folgen sofort die besonderen Werihe resp. fSr ^s=e und fürv=b: 



ferner fflr /ussoo 



wenn 



___ j, C08my±i>inmy 

(y6»co8'z+c*sin';f)" ' 




w 
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gesetzt wird; ans denselben sieht man, dafs eine Enlwickelung nach C und S 
fär besondere Werthe der Veränderlichen in eine nach P„ „, oder nach Cosinus 
und Sinus der Vielfachen geordnete Reihe übergeht. 
Schliefslicb soll erwähnt werden, dafs 



in 1 

im Alloremeinen verschwindet, für p = m aber -jr — :—. ist: dafs auch 

_^ ^ 2n-fi «;„ ' 

S^SpS\nddOd(p verschwindet, wenn fn und /? verschieden, oder beide 



/r 







Null sind, aber für p = fn in den andern Fallen gleichfalls den obigen Werth 
' — giebl. 



2n -f 1 ßm 

§.2. 

Für jeden ganzen Werth von n exisUren 2n-f 1 Functionen von y, 
die durch E*(r) bezeichnet werden. Jede von ilinen genügt der Differential- 
gleichung 



ds 
wenn 



^^' = Cn(ii+l>^-(A^-pc^;iBO^% 






und die B gewisse 2n-f 1 Constanlen vorstellen, welche dadurch bestimmt 



,2 



sind, dafs die E ganze Functionen »'*" Grades von v, }/Ä^ — r^ und yc^ — r 
sein sollen. Dadurch sind die E, bis auf eine willkürliche, sie multiplicireude 
Constante, über die unten disponirt wird, bestimmt. 

Die E zerfallen in vier Klassen, die nur, wo es nothwendig ist, durch 
verschiedene Buchslaben, nömlich der Reihe nach durch E, L, M und N be- 
zeichnet werden sollen. Es sind nämlich die E der vier Klassen resp. von 
den Formen 






•;, 



wo die nach v geordneten Reihen nur die nicht negativen Potenzen dieser 
Gröfse enthalten. In diesen Klassen sind, je nachdem n grade oder ungrade 
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ist, resp. je i»-f 1 oder 4^(n-{-l); \n oder i(n-fl); ^n oder ^(»-f 1); 
^11 oder i(n— 1) Functionen £7 enthalten. 

Man weifs, dafs 

''E'(fj.)E'(y)EP(jLc)EP(v)sinetldd^ 

verschwindet, wenn p von « verschieden ist, fflr pssss nicht verschwindet. 
Ich kann daher aber die oben erwähnte Gonstante^o ^o verfügen, dafs dies 
Integral gleich 1 wird; es ist diese Bestimmung nicht erforderlich, aber ffir 
das Folgende bequem. 

Aus meinen frfiheren Untersuchungen (Bd. 29} ist klar, dafs jede 
lineare Function der C und j9 sieb linear durch die Functionen E\fi)E*[y) 
darstellen lafst, und umgekehrt: stehen auf der einen Seite nur resp. K, L, 
3t oder t9, so stehen auf der anderen nur Cn mit gradem m, C^, mit un- 
gradem m, 8^ mit ungradem m, S^ mit gradem m. Jede Gleichung 

iii=:0 «=0 

zerftllt demnach in vier von derselben Form, wenn u, ß, y von jU und v 
unabhängige Wertbe bezeichnen. 

Die Function P„ läfst sich als Summe 

^J,E'(fi)E'Cy)E'(fj^i)E\r,) 

darstellen. Verfährt man nach Anleitung des §.8 meiner Arbeit (Bd. 29), 
so findet man J^ = g i . , also 



.jj^J E^{u)E*{v)E^{(i,)Er(y,). 



§. 3. 

Aebniicb wie fflr P„ können wir auch fflr R, die Reciproke der 
Entfernung zweier Punkte, einen doppelten Ausdruck aufstellen. Ich entwickle 
hier den, welcher die E enthält, und entnehme die zweite Form meiner 
Arbeit (Bd. 42). 

Sind die rechtwinkligen Coordinaten des ersten Punktes r cos 0, 
|/i^ — Ä'sinöcosy, j/r' — c^sindsin^^ während die des zweiten ebenso durch 
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^i^ ^M Vi flusgedrtickt werden 9 and ist r }> Tj, so kann man offenbar 
R^^2Z„, und 

setzen, wenn die y gewisse Constaoten bezeichnen, und man, wie im §.5 
meiner Abhandlung (Bd«29) 

F(r) = E{r)/ ——^—=^^ 

gemacht hat. Nun verwandelt sich riR, wenn r in^s Unendliche wächst, 

wahrend -^ endlich bleibt, in 
r 



folglich mafs 

yriÄ(r,)F(r) 

Äff / r x'^'t'^ 
in ^ I V [-^J dbergehen, d. h. es ist y»«4jr oder 

Dieser Ausdruck ist also gleich dem von Z^ in Formel (5.) meiner Arbeit *) 
(Bd. 42). 

$. 4. 

Aus der Gleichsetzung der beiden Werthe von R lassen sich Schlösse 
Ober die B ziehen, indem diese 6r6fsen in — auf bekannte Art eingehen. 
Aus Lames Behandlung der Differentialgleichung für die E, die sich am aus- 
fflhrlichsten in den ^Le^ons sur les fonctioos inverses eto/^ p. 281 et eeq flndet, 
ergiebt sich nämlich als Werth von — für die vier verschiedenen Klassen 
der E der Reihe nach 



2(2»— 1) 


9 




(*•- 


2(2n- 


-1) 




(**+c»)(B-(i.- 
3(2»-i) 


-1)*) 


6» 
~ 2 ' 


2(2; 


-1— n(n- 
.-1) 


-2)). 



*) Auf der rechten Seite des daselbst tn Formel (4.) für w stehenden Ausdrucks 
lese man im Zähler -y ^ -o" 

12* 
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leb werde daher die am AnfaDge dies^es Paragraphen erwähnte Gleiehong 
mit r"'*'' multipliciren , r = oo setzen, und dann die Glieder vergleichen, 
welche auf beiden Seiten mit r^"^ multiplicirt , oder vielmehr, die von der 
Dimension rl^^ sind. Nachdem r = ao gesetzt ist, entsteht 

m=(l pst) 

fdr 1/1 = die Hälfte genommen, wenn A% je nachdem E' ein K, L, M, 
oder JV ist, '\-i, — i, —i, oder —1 bezeichnet. 

Wollte man in vorstehendem Ausdrucke die Glieder von der Dimension 
rf vergleichen, so ergiebt sich nichts Nenes, sondern nur die Gleichheit der 
VTerthe von P„ in §.1 und §.2. Um die Glieder von der (n — 2)**" Di- 
mension gleich zu setzen, mache man ri^*= — , multiplicire mit ()'*, diffe- 
rentiire nach q, dividire durch 2q und mache zuletzt Qr=0. Nach diesen 
Operationen wird aus E{ri) in den vier Fällen resp. 

80 dafs die Unke Seite unserer Gleichung^ nach Berflcksichtignng der ver- 
schiedenen Werthe von — , in 

9. 

flbergeht. 

Die Berechnung der rechten Seite bietet keinerlei Schwierigkeilen dar, 
and erfordert nur einige Aufmerksamkeit, wenn die Indioes m oder p gleich 
oder 1 sind. Nach den angegehenen Operationen wird aus IT- and v^ 



n 
2n 



y^ ^'"(1 -I- cos (i; — ;c))"~' (*' COS »? C09X + «* sin 1? siox) COS «ijC cos/w? rfj7 dfit 

and 

_JLy"'y"'(i4.co8(»;— /))"■•'(** cos i?cos;t + c» sin»? sin;c)sin«»;C8in^A7rfXi 

also immer 0, wenn nicht m gleich p ist, oder sich von ;> nm ±3 unter- 
fobeidet. Führt man diese Integrale aus, so wird die recht« SeUe unserer 
Gleichung 
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vermehrt nm den Aosdrack, welchen man aas vorstehendem durch Yertauschung 
sämmtlicher C mit iS» erhält. 

§. 5. 
Um die schliefsliche Form der Qleichung su erhalten, mache man, 
wenn f irgend eine Function von v vorstellt, 

(1.) ie'-\-e')Jf= -^-nini-Dvr, 

so dafs JE{v) = — BE(v) wird. Daon ist nach §. 2 die linke Seite der 
Gleichung des $.4 

oder nach Substitution des Werthes von P„ aus §• 1, 

Setzt man die mit Cp muitiplicirten Gröfsen einander gleich, so erbfilt man 
eine Gleichung fdr JC, und auf Ähnliche Art fdr JS. 

Führt man nämlich x durch die Formel 

(20 « = ?^ 
ein, so wird 

i3.')JCp=Kp'-n{n+i))Cp+Mn-pXf^p-i)Cp^^^ 
eine Gleichung, in der alle C auch durch iS ersetzt werden können, und die 
noch fOr p=^0 und p^=^l gilt, wenn man für C.2 etc. die gehörigen Werlhe 
setzt (§.1). Fdr /ei=:r verwandelt sie sich in eine Beziehung zwischen 

P„^(y), seinen ersten heiden Differentialquotienten nach q, -P»»,m+?(y) ond 

P^^^^iy—j^ und ferner dem willkürlich angenommenen Buchslaben c, der in 

der FuntioB P selbst nicht mehr vorkommt, sondern nur in den CoeCficienten. 
Für fisszoo erhält man eine ähnliche specielle Gleicliung zwischen Cosinus 
oder Sinus der Vielfachen des Winkels % im §.1. 
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§. 6. 

Nach diesen Vorbereitungen können wir die C und jS nach den E 
entwickeln. Betrachten wir zunächst die C mit gradem Index, deren so viele 
exisliren als es K giebt, und bezeichnen diese Anzahl mit a-f I9 wo a also 
gleich ^H oder i(n— 1) ist, so können wir setzen 



und haben somit, indem p von bis o wSchst, a-f 1 Gleichungen zwischen 
den {o^\f Gröfsen a. Um diese Gröfsen zu finden, multipliciren wir je 
zwei von diesen Gleichungen mit einander und mit sin 0, integriren dann nach 
und (f von bis resp. n und 271, worauf wir erhalten: 

ist gleich 0, wenn q und p von einander verschieden sind; die Summe ist 
gleich 1, wenn p^=9* 

Hieraus sieht man, dafs die a Coef&cienten einer orthogonalen Sub- 
stitution sind, d.h. wenn man a-{-l Gleichungen zwischen Gröfsen y und 
X setzt 

so wird 

Ehe wir weiter gehen, sollen aus dieser Beziehung einige Folgerun- 
gen gezogen werden. Man findet 

also eine Entwicklung jener Producte auf der linken Seite nach den Functio- 
nen C. Um die E selbst zu entwickeln, kann man /^ = c setzen, und erhält 



(5.) K'{y)K\c) == /^|J«5py«.p.i'....(y), 

eine Enlwickelung nach den Pn,2p^ Will litain die Conslanten K{c) entfer- 
nen, so dividire man (5.) durch $^ und setze v=oo, und dividire (5.) durch 

den so entstehenden Ausdruck. Man findet dann für — r^, d. h. fOr die 

Function K, die im Uebrigen wie früher besljmmt ist, in der aber die höchste 
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Potenz VOD V mit 1 multiplicirt ist, deo Werlh 

Eine zweite Form findet man für fi^=oQ^ nämlich 

aas der sieb die Constante g ähnlich wie oben entfernen Isrst 

«. 7. 
Zar YoUständigen Bestimmang der a nehmen wir auf beiden Seiten 
▼on (4.) die mit J bezeichnete Operation vor, and bezeichnen die B^ welche 
den K entsprechen, mit ^. Alsdann wird 



J=SÜ 

Dieee Gleichungen combiniren wir mit (4.), wie frflher die (4.) unter ein-* 
ander, und fflbren folgende Abkflrzungen ein: 

J4cg = 2ii(n+l), 
indem wir c positiv nehmen. Dann wird 

^ ^p ^p jv = <^p«i T ^pp 

jcsO 

^"«t,«oÄ' = 0, 

wenn q-^^p nicht oder ±2 ist. Die erste Gleichung giebt fdr p=^0 den 
Ausnahmewerth 

Die a sind daher solche Coefficienten der orthogonalen Substitution, die im 
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vorigen Paragraphen erwöhnt war, dafs 

wird, wo ^2«, verschwindet, wenn n grade ist; ist n ungrade, so wQrde erst 
<h0^i ^on selbst Null sein. In der vorstehenden Gleichung kommen also aufser 
den Quadraten der x nur die doppelten Prodncto eines jeden x mit seinem 
benachbarten vor. 

Holten wir in gleicher Art die N betrachtet, so wQrden wir nur a 
nm^ ebensoviel dazu gehörige B, die wir 92 nennen, gefunden haben. Man 
wOrde dann nur a Gröfsen x einfOhrep, und der Ausdruck fflr 

würde mit (c^-^^)^ anfangen, sonst mit dem obigen flbereinstimmen. Aehn- 
lieb verhält es sich mit den L und üf. 



§. a 

Die Aufgabe der Transformalion homogener Functionen zweiten Gra- 
des durch eine orthogonale Substitution, die uns unmittelbar die Entwickelung 
der E nach den P verschafft (§. 6), ist so gründlich behandelt worden, dafs 
ich nur Einiges hinzu zu setzen weifs, welches sich auf die besondere Natur 
der Functionen, die hier auftreten, bezieht, und zwar die Gleichung betrifft, 
deren Wurzeln die S sind. Es ist diese bekanntlich die Determinante des 
Systems 











c-Co icc^Ci .. 

^c^c^ z-cl'-cl.. 
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die wir mit D„ bezeichnen^ so dafs D^.i nur (f Glieder enthalt, und zwar 
sollen in D^i die letzten fehlen. Die Wurzeln z der Gleichung £^^ = sind 
dann die St. 

Nun ist 



Es wird daher Z><^ der Nenner des Kettenbrnchs 



- €20 — Cia^l 



,_^.,-.^.,_!5!£!-l_^'- 



»'clcl 






dessen vorletzter Nenner, wenn man ihn gleich Null setzt, die 91 als Wurzeln 
giebt Folglich sind die 9t nnd die St die endlichen Wertbe von z, welche 
resp. den Zfihler and den Nenner des folgenden umgekehrten Kettenbrnchs, 
(der an der gehörigen Stelle von selbst abbricht) zu Null, den Bruch selbst 
also zu oder oo machen: 



^^•^ ?rf7; 



*""'•■ ^?ilel 



* ^' ^* z-cl-c\- elc. 

Man ersieht hieraus, dafs in der Gleichung fflr die St oder 91 nicht 
die c^ selbst, sondern ihre rationalen Quadrate vorkommen, dafs in ihr ferner 
nicht die Ezcentricitaten b nnd e selbst auftreten, sondern pur x= ^ , ^» ^ 
also das Yerhaltnifs von i zu c Jene Wurzeln bestimmt. Fflr b=iC wird 
das Verfahren dieses Paragraphen illusorisch; es reducirt sich dann D^ auf 
das Product 

oder nach (6.) auf 

J4raniftl ftr Mi^hmnitik Ba.LVI. H«fl 1. 13 
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woraus man ersieht, dafs die Gleicliaiig 

durch Functionen von der Galtung K integrirt wird för 2St gleich it(it4-l)9 
»(n-f 1) — 2% 11(11 -J-l) — 4^ etc. Dies Resultat ist eben so wenig neu, wie 
das für den Fall 6 = 0; be'le folgen unmittelbar aus Anm. I. und IlL 
meiner Abhandlung (Bd. 26). Fflr b=^0 erkennt man nftmlich, dals hei 
gradem n die ft die graden Zahlen 0/2% 4\ « . . 7i^ sind, bei einem un- 
graden n aber 1% 3% 5% ... it\ Ferner ist leicht zu zeigen, dafs in den 
entsprechenden Ffillen die 91 die ungraden Zahlen 1\ 3\ ... (it— 1)% oder 
die graden 2\ 4^, ... n^ werden. Da fflr 6 = die Betrachtungen dieses 
Paragraphen GQltigkeit behalten, so erhfilt man also för den Keltenbruch (7.) 
wenn x =: 1 ist, den Werth 

(^_i«)(g-3«)...(s-(n^i)«) 
•2(2— 2»)(s— 4»)...(a— »*) ' 

wenn n eine grade Zahl, und 

(2— 1«)(2 — 3*).,.(2— II") ' 

wenn n eine ungrade Zahl vorstellt. Einen direclen Beweis fOr diese Sum- 
mirung des Eettenbruchs habe ich noch nicht aufgefunden. 

Fflr einen anderen Werth von x war es mir bisher unmö]glich, die 
Zahler und Nenner von (7.) in bequemer Form zu geben; wie ich glaube, 
wird man nicht suchen mflssen, sie als ganze, nach Potenzen von z ent- 
wickelte Polynome darzustellen, indem schon fflr x=l, wie man sieht, in 
den Coefficienten der verschiedenen Potenzen von z die Combinationen aus 
den Quadraten der graden oder ungraden Zahlen erscheinen. Die Coefficienten 
der drei höchsten Potenzen von z in D^ findet man fflr jedes' ;e aus den 
bekannten Eigenschaften der Nenner von KeltenbrQchen ohne Mflhe. 

Vergleicht man den Ketlenbrucb mit der Gaufsschen Form fflr die 
ich die Nenner angegeben habe, und bringt ihn dazu in die Gestalt 

J 

^""i-etc. ' 
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wo 



_ clcl 

etc. 

so zerfallen die a allerdings aach hier in Zfihler and Nenner, deren jeder 
ans zwei Factoren besteht: bei nns schreiten aber die Factoren nach einer 
arithmetischen Reihe zweiter Ordnung, bei Gaufs nach einer Reihe erster 
Ordnung fort. 

Haile, September 1858. 
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Bemerkung za den Formeln von Dirichlet^ durch 
welche die Klassenzahl bei positiver Determinante 

ausgedrückt wird* 

(Von Herrn F. Arndt.) 



uerr Prof. Dirichlet hat sich in seiner berflbmten Abbandlnng Aber 
die Klassenzabl der qaadratiscben Formen „Recbercbes sur diverses applications 
etc/' (Bd. 19 nnd 21 dieses Jonrnals), die Transformation des Endresultats bei 
positiver Determinante betreffend, auf den ersten Fall beschränkt In den 
flbrigen FAllen erhält man ebenso einfache Formeln. Ich theile dieselben mit 
in der Voraussetzung, dafs sie nicht schon anderweitig gegeben sind. Hinsicht- 
lich der Bezeichnung verweise ich auf die Abhandlung selbst. 

Zerlegt man die Function X in zwü Factoren ip{x) und rp{x) von 
gleichem Grade, nftmlich 

x — f^j und %^{x)^=n\x — e ^ \ 
so ist 

(I.) /I = P, P = 4/i+3, (r+l7yP/ = + ^(iA 

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem P Primzahl oder nicht. 
(H.) D = 2P, P=4/i+l, (r4-l7/2P)^ = v^(c«;)*.y(-cö)*, 
(III.) D = 2P, P = 4^+3, (T-f r/2P)* = v(w)*.V(o>')S 

wo a; = y^(l-j-t)- 
Berlin, den 23. December 1857. 
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Von den Coefficienten der Reihen von Kugel- 
funetionen einer Variablen. 

(Von Herrn G. Bauer zn München ) 



tVooii die Function, welche durch eine Reihe von Kugelfunctionen 
dargestellt werden soll, nur von einem Winkel abhängt, so nimmt die Ent- 
wicklung der Function bekanntlich die einfache Form an 

wo P„(costf) ein bekanntes Polynom von cos tf vom n*^" Grade ist und A^ 
durch die Formel bestimmt ist 

A^ = ^/y{e)p,{co$e)sinede. 

Fflhren wir der Kflrze wegen statt die Variable x=:cosO ein und be- 
teichnen sodann das Polynom P„{cos$) durch X„, so nimmt die Entwicklung 
folgende Form an 

(I.) nx)^2A,X^, wo A^ = ^^f^"nx)X^dx. 

Da die Zusammensetzung der Polynome X^ keinesweges einfach ist, so ist 
die Form der Coefficienten A^, wie man sie unmittelbar aus vorstehender 
Formel erhfilt, vorausgesetzt, dafs die Integration ausfflhrbar ist, sehr com- 
plicirt und das Bildungsgesetz derselben in seiner einfachsten Gestalt schwer 
zu erkennen. In einer Abhandlung von Herrn Lejeune DirichUt aber die 
Dichte einer sphärischen Schicht, deren Potential gegeben ist, (gelesen in der 
Berliner Akademie 1850 und reproducirt im Journal von Liouville 1857) 
beschäftigt sich derselbe auch mit der Bestimmung der Coefficienten A in dem 
Falle, wo f{xy=^x^ ($. IVund $. V). Schon in diesem einfachen Beispiele 
ist die Form der Coefficienten, welche sich unmittelbar aus dem Integral 
f{x)Xndx ergiebl, wenn man darin fOr X^ das Polynom setzt,, welches 

-1 / . • 

es darstellt, so complicirt, dafs nach dem Ausspruche fferrn Dirichiets nur 

die vorgftngige Betrachtung des einfacbern Falls f(,x) ^ x^ die grofse Ter- 

Joarnftl fflr Matbemaük Bd.LVI. Heft 2. 14 
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eiofacbuDg verniuthen läfst, deren diese Form fähig ist. Die Analyse, deren 
sicli Herr Üirichiei bedient, um zn dieser einfachen Form der Coefficienten 
zu gelangen, ist weder elementar, noch einer Ausdehnung auf andere Ffille 
fähig. Es mag daher nicht unpassend sein, hier ein Verfahren anzugeben« 
durch welches man in sehr Tielen Fallen, und gerade den wichtigsten, die 
•Coefficienten der Reihe (I.) nnit der gröfsten Leichtigkeit bestimmen kann. 

§.1. 

X^'-^dx. Da -^ ein 
—1 
Folpom vom (» — 1)^'''' Grade ist, so i^t vermöge einer bekannten Eigen- 
schaft der Polynome X dieses Integral immer gleich 0, wenn i>^m ist. Ist 

/■*■' öX 
-X«~3-^öar=0, und 
— i 
mau hat daher in diesem Falle* 

jT ^n,-g^ax=y x^^^ox^-j^ x^^^dx^j^ ax ^"^ 

Da für ar=l, X„ = J:,= i isV für a?=-l, Jr„=(-tr, X,= (~l)» 
ist, so ist das Integral gleich 0, wenn in and n beide gerade oder beide an- 
gerade sind; hingegen =2, wenn m und n ungleichartig sind« 

Hieraus ergiebt sich sogleich nach dem Gesetz der Reibe (L) 

eine Fortnel, w^elcbe auch Herr Christoffel in seiner Abban'dlung Ober die 
Gavfssciie Quadratur (fid. 55 Heft 1 dieses Journals) auf andere Weise ab- 
geleitet hat. 

Aus dieser Formel folgt aber sogleich 

und hieraus für jedes n^ von ii = 1 an, 

(iii.) /x,ö* = ^-(ji:„+,-j:„_o, 

wenn das Integral so genommen wird, dafs es für x=^\ verschwindet. 

Vermittelst dieser so einfachen Relation zwischen den Polynomen X 
und ihrem Integral läfst sich leicht eine Relation finden zwischen den Coeffi- 
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cienten der EntwickluBg von /"(x) and der \oü jf{x)8x. Bezeichnen wir 
u6m\ich/f{x)dx mit F{x)^ so giebl die parlielle Integration 

Ist if\x) conlinuirlich, so verschwindet das Glied iF(x){X„^i — X^^^) an 
den Grenzen x^=^'\-\ und x= — 1; denn F{x) kann nicht unendlich wer- 
den, wenn die Entwicklung von f(x) in eine Reihe von der Form (I.) mög- 
lich sein solK und X^^,i — X„^i hat den Factor x^—i. Geht man also zu 
diesen Grenzen aber, und bezeichnet mit A^ den Coefficienten von X^ in 
der Entwicklung von f(x\ so ist der Coefficient von X„ in der Entwicklang 

von il\x) gleich ^ _. A„^i — ö—rv^t+i- E^ ^^^^^ ^'^^ also das Integral 
der Reihe (I.) unmittelbar hinschreiben, nämlich 

(IV.) /fix) dx + const. = ^f^(-2;;!=r ^"^ " ^2^ ^-+0^- 

Für d?s=l redacirt sich die rechte Seite dieser Gleichung auf Ao'\'iAi*^ 

für a? = — 1 auf — Jo+Mi- Nimmt man mithiit das lntegTnlJf(x)dx 
z. B. so dafs es für x=ii verschwindet, so ist 

const. = A^J-{'^A^. 

Nach dem Beweis von Herrn Dirichlet von der Convergenz der Reihen mit 
Kagelfunctionen ist die Reihe (I) ffir jeden Werth von x von x^=^—\ bis 
:r = -f-l convergent, wenn die entwickelte Function /"(x) nie unendlich wird. 
Die Reihe (IV.) ist mithin auch immer convergent. In der That müssen, 
wenn die Reihe (I.) für joden Werth von x von :r=— 1 bis a? = -j-l 
convergent ist, die CoefScienteu A^ mit wachsenden n gegen Null convergiren, 

mithin für grofse Werthe von n von der Ordnung -j sein, wo « eine posi- 
tive Zahl ist. Die Coefficienten der Reihe (IV.) sind mithin höchstens von 
der Ordnung ■ ^^^- und da die Polynome X^ für keinen Werth von x inaer- 
halb dieser Grenzen den numerischen Werth 1 übersteigen, so ist hiedurch 
schon die Convergenz der Reihe gesichert. Diese Convergenz wird aber 
noch vermehrt, durch die Natur der Polynome P„(cos<9), welche sich, für 

14* 
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grofse Werlhe von n, wie Poisson gezeigl hat *), durch die Ndherongsforinel 

(2 \^ 
r-T-) cos((n + 4)0 — ^71) darstellen lassen. Mittelst dieser Formel äber- 

zeugt man sich, dafs die Reihe (IV.) selbst dann immer convergent sein wird, 
wenn die Coefiicienten A^ nicht gegen Null convergiren, sondern allenfalls 
gegen eine endliche Grenze. Dieser Fall kann eintreten, wenn die entwickelte 
Function f{x) fflr einzelne Werthe von x unendlich wird^ in welchem Falle 
auch die Reihe fOr gewisse Werlhe von x divergirt. 

Mit Hülfe der Gleichung (IV.) nun wird man in den meisten Fällen 
leicht eine Relation zwischen den Coefficienteti Ä auffinden können, wodurch 
sie bestimmt werden, wie ich es im Folgenden an einiget! Fällen, in welchen 
die Coefficienten eine interessante Form annehmen, näher erläutern will. 

f. 2. 

Sei zuerst als einfachster Fall f{x) = ^^ wo a eine beliebige Gröfse 
ist, und 

(1.) ««' = Jo-Xü+^i-x,+ii2jr24--, 

so wird Gleichung (IV.) 

Oa nun bekanntlich eine Function nur auf ^ne Art in eine Reihe von Kugel- 
fnnctionen entwickelt werden kann, so giebt die Vergleichung beider Reiben 
für ^ 

a«-aJo— f-iii = ^ü und A^-a^-^^A,^,--^^ 

Letztere Gleichung gilt för jedes n, von n = 1 an. Nun ist aber 

A, = ir'erdx = J-.(^«-e-«), 

und hiermit wird 

^. = -i[(4--')«--0+i>-], 
^ - +l[0-l+^)«--0+|+i).-], 

so dafs also im Allgemeinen A^ von der Form sein wird: 

(2.) ^, = (_l)''i^(P,e--(?„e--), 



ia 



*) Connaissance des Temps 1831. 
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wo P^ und Q^ Polynome von — sind. Um das Gesetz, nach welchem die- 
selben gebildet sind, zn finden, substituire man fflr ^„^i, A^, J^i ihre Aus- 
drflcke nach Gleichung (2.) in die Relation, welcher sie genQgen, und be- 
merke, dals die Coefficienten von e" nnd e'^ in der so erhaltenen Gleichung 
einzeln gleich Null sein müssen; so ergeben sich folgende Relationen, von 
11 = 1 an 

ans welchen man ersieht, dafs P„ nnd Q^ der Zahler und Nenner des n^ 
Nfiherungsbruchs eines Kellenbruchs sind. Da femer die Coefficienten A^ 
mit wachsendem n gegen Null convergiren, so mufs der Werth des vollstän- 
digen Kettenbruchs €^' sein. Stellen wir denselben dar durch 



A- 



A4- 



2N+1 



so folgt ans obigen Relationen a,^is=l, /9,^i = — I-, von n=l an. Die 



a 



Wertbe von teo, %, ßi ergeben sich ans den Werlhen von Jo ond ^n 

nflmlich a„=U aics— 2, ßi=i-\ Der Keltenbruch also, ans welchem 

die Werihe von P. nnd Q^ za entnehmen sind, ist 

(3.) a-'- = |-H— r— y 






^' 



Man hstte J. auch unter die Form 



4. = ^-ir'^(o'.!^^-P:iLifi) 

bringen können, wo nan Pi nnd (K Zfihler und Nenner des »**" Nfiberungs- 
bmdis des folgenden Eellenbruchs sind: 
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Setzt man 

f sinax = AiÄi — A^X^'j'AsXi — [-•••? 
bildet sodann die Reihe fflr cosox-f sinaor.y— 1 und integrirL, so findet man 
ganz auf dieselbe Weise, wie vorhin, dafs A^ von der Form 

(5.) J„ = ?:i±l(0.sinö-PnC0SÄ) 

ist, wo P^ und Q^ Zähler und Nenner des n^" Nsherungsbruchs des fol- 
genden Ketteubruchs sind: 

(6-) i::r7 = t«ng«=T+ 



coso ^ * i. 

a 



7^ 

a 



§. 3. 
Es ist bekanntlich X^ = o^a^ — o-' — ^ ^ * Vermöge dieser Form 
von X^ erhidt man durch n malige partielle Integration 

vorausgesetzt, dafis fix) coniinnirlicb und die vom Integralzeichen freien Glie* 
der bei jeder parti ollen Integration vermöge des Factors x^ — 1 an den Gren- 

2M+t /*+* 

aen ar=+l verschwinden. Da nun der Coefficient -4, = ——7 f(x)X^8x 

ist, so ist, wenn A^ gefunden ist, auch das Integral / J}f (g^ — iyfix 
bestimmt. So folgt aus Gleichung (2.) 



-1 
oder auch 



Aus dieser letzten Formel ergiebt sich eine Entwicklung für das Integral 
/^e*^'d2> welche einiges Interesse gewähren mag. Multiplicirt man nämlich 
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beide GleichiHi^seilen mit (— nr)" und summirt nach n, so erhfilt man 



av 

2r 






r 11 

wo ^'^ = y gesetzt ist. Sei nun -^ — ay^^p, ^'\-av ^= q, so wird 

" '^ T (2v)» 2 

and hiermit 

(8.) (p-j-q)^fV^'8z = SiP,-Q„^9^p'>)(^)\ 

WO Ph and 0^, ans dem Kettenbrocb (3.) sn entnehmen sind, nachdem man 

-I« pt 

darin n dnrch " ^^ ersetzt hat 

Fflr p = redacirt sich Gleichung (8.) auf folgende: 
(0.) qfe-^'dz = S(-iy(P,^ Qn^-^l, 

vorausgeselet, dafs in dem Keltenbrach (3.)^ ans welchem P„ and Q^ be- 
stimmt werden 9 a = *|- gesetzt wird« 

Auf dieselbe Weise erhflit man aas (7.) 
(10.) (p + q)^fe^'8z = ^(P,_ 0,e-<^-p'>)(£=f-)\ 

also fOr>c=0, 

(11.) qe-^'/V'dz = -S(P,-(?„e-^'). 

u 

Die beiden letzten Reihen mterscheiden sich nur dadarch von den Reihen 
(8.) nnd (9.) respeclive, dafs in diesen die Glieder alle positiv sind, wahrend 
in den Reihen (10.) und (11.) die Zeichen der Glieder wechseln. 

Ganz ähnliche Reihenentwicklungen erhält man aus den Gleichungen 
(4.) bis (6.) fflr die Integrale j cos z'^ dz und jsinz^dz. 
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Was endlich die Convergenz dieser Reihen betrifft, so flberzeagt man 
sich leicht, dafs sie fflr Jeden positiven endlichen Werth von p nnd q statt hat. 

§4. 

Als zweites Beispiel sei f(x) = ^ gegeben , wo ä* ^ 1 ist, 

und es seien die Coefficienten der Entwicklung 

(12.) ^7=^ = iioi;+^2X2+^^+---+Ä«^2.+--- 

zu bestimoien, welche natflrlich nur Polynome X von geradem Grade ent-- 
halten kann. 

Nach der bekannten Relation, welcher die Polynome X genügen, hat man 

Multiplicirt mau also die Gleichung (12.) mit w, so geht sie in folgende Aber: 
und hieraus folgt durch Integration nach (IV.) 

I ^r g»-* A \C 2» 2W+* \4 2*'+2 4 -[y 

Andererseits erhfilt man aus (12.) durch MoltipÜcation mit i—a'sp^ mittelst 
der Relation (a.) 

■ / (2»)« . (8n+l)« y. , 2h+1.2»+2 ^ 1\y 

TV4n— 1.411+1'' 4»+1.4«+3/ '"*"'' 4n-j-3.4n+5 '"»"+»J/ ■**"• 

Die Vergleichung der beiden Reihen, welche wir för ^i — t^x' erhalten 
haben, giebt 



woraus 

und allgemein, von n= 1 an, 



^ 
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ti/t\ Ä 4«+3.4ii+5/. 2n— 1.2» , 2»+1.2i»-f-2 A ^ 

(140 A,„^^ = (2„4.2)»«« V- 4ii-1.4»+l *^~ 4i.+1.4«+d*^>'^»- 

4»# + 3.4«+5 / 2i»-l V . 
~ 4ii-3.4«-l Vl^TfT/ '•»-^• 

Da non ^(, = 1/ —=====- = — arcsina ist, so ist 



^ — 2*o 
und allgemein ist A^, tod der Form 



3.5 r/. 1.2 jN arcsina ,1 -sl 



arcsinn 



(15.) J,, = ft,j:i:i^_P,,,^i_ «». 

Es findet nun zwischen Q^n-^^^ Qim% 02^,^2 ^^^ ebenso zwischen P211+39 '^«^ 

P2n-2 dieselbe Relation stall, welche zwischen ^2i.+2 9 ^2« nnd A^„^2 be- 
steht, mithin sind Pan und j^,,, Zähler nnd Nenner des n^*' Nfihernngs- 

brnchs eines Kettenbrnchs, dessen wahrer Werth — , ^. ist Stellen wir 

diesen Kettenbruch dar durch 



«• + 



A+5^ 



35 35/ 12\ 

so ist «0 = 0, «2 = 2^ , /?2 = 2^ C^ — TT^ / "°^ vermöge der Relation 

(t4.)i von 11 = 1 an, 

4yt+3,4#i+5 / <2n— 1 V 

«2«+2 — 4ii-1.4n-3V2»+l /' 

^ 4ii-f3.4n + 5 /^^ 2/i— 1.2w ^ 2/i+< .2#t+2 ^>^ 

^'"+^ ~ (2w+2)*a* V 4n— 1.4n+l ^ 4n+1.4ii+3 ^/' 

P2« und Qjn sind mithin Zfibler und Nenner des n"" Nfiberangsbrnchs des 
folgenden Kettenbruchs 

rAa-\ arcsina , 3.5 

(Ib.) 



«,/iz:;ir— 1 T^25 



STT* 1.2 A 7.9/1 V 



7.9 /- 1.2 , 8.4 ,N 



4'o»\ 3.5" TT 

11.13 /<3\ 
5.7 V6/ 



11.13/, 3.4 , 5.6 ,\ 
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Dieser Ketteobruch läfst sieb in der Art verwandeln, dafs roan jeden Theil- 

brocb in ewei Tbeilbrflche entwickelt; zugleicb lassen sieb ans ihm die Factoren 

3 5 7 9 
-KT^f At t °* ^* '* entfernen, indem man A2n die folgende Form giebt: 

- 3.5 7.9 4n — 1.4n-f1 1 /yv «rcsina n» /i -3\ 

Dadareh wird der Ketlenbroch 

arcsina 1 



«)^1=? I_ilia» 



1.3 



1.2 



1 



3.5 
TT 



1 



577" 

TT 



7.9 



1— — •••, 

flbereinstimmend mit dem von Gavfs gegebenen Kettenbrncb fOr -^r — r- 
(Disqq. generales circa seriem etc.); und zwar sind PI, nnd Qu nun Zihler 
und Nenner des 2n^ Nabemngsbrncbs dieses Kettenbmcbs. 

Ist 11 = 1, so redncirt sieb A^^ anf Qq^^^^ ^^^ ^ ergiebt sich 

Q^=zb(^)\ 04 = 9(4^)*- Mittelst dieser Werthe nnd der Relation (14.) 

beweist man leicht, dafs aUgemein g^, = (^+^) (*/4'%70 ' '»*- ^^ 
wird also 

«"•' 71=? - ^(i+K4)'i;+«(4i|)"^+i8(|^)*i;+"> 

Fflr ««=0 wird i;. = (-l)-l|ii^^g± ond foIgUch 

| = .-5(|yf9(44)-.s(4^)'+-... 

eine Reibe, welche jedoch nnr vermöge der Zeichenwechsel convergirt, in- 

13 5 2m 1 I 

dem 2 ]| *^* 2n — ^^^ g^bt Werthe von n von der Ordnung -y— ist, mit- 
hin die Glieder dieser Reibe von derselben Ordnung sind. 
Femer ergiebt sich ans der Reihe (17.) 
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wo PanCcostf), wie im EingaDge, das bezeichnet, was X^^ wird, wenn man 
X durch costf ersetzt. 

Noch mag bemerkt werden, dafs die Gleichong (13.) fflr 11=1 in 
folgende flbergeht 

Ans dieser Gleichung und Gleichung (17.) folgt nun sogleich durch Integration 
nach IV. 

^ü^ = i-»-5^*-»-2riryJ;-18(5|^)ia;-... 

und 

Hulliplicirt man endlich die Gleichungen (17.) und (19.) auf der einen Seite 
mit (l~2rx-f-r'}~^, auf der andern mit der gleichgeltenden Reihe 

und integrirt von x = — 1 bis ;p =: -f ^ 9 ^^ erhfilt man folgende bekannte 
elliptische Integrale in Reihen 

/•»• ^ dx _ f ^ de 

.j yr=?»^^2rx+r» •{ yi— 2rcosfl+r* 

= "(i+(4-)V+a4)V+(i»-^v+...), 

="(K+(i)v+aii)v+-)- 

f. 5. 
Als letztes Beispiel seien noch die Coefficienten in der Entwicklung 
von (n-f-^)'" stt bestimmen, ein Beispiel, welches den Eingangs erwähnten 
von Herrn DiricAlei betrachteten Fall einschliefst« 

Der zu befolgende Gang ist derselbe wie in den vorigen Beispielen. 
Sei 

(20.) («4-a?r = 4)1^1+ ^i-aTi+ii, !:,+ .••, 

so giebt die Integration nach (IV.) 

15« 
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Andererseits ^ebt die Hnltiplicafion der Gleichung (20.) mit a-^x mit Hfllfe 
der Relation (a.) $.4 

Die VergleichQDg beider Reiben fflr (n-f-^)"'^' gi^bt 
Qnd von n = 1 an 

r€%4 -x ^ — W + 1 M M lll+H + 2 M ^ 

C210 -2;^^^--«^--^^^-+' = 0. 

Da nan 

A = i/*%+x)-a* = _*_.4[(a+i)-+»-(«-ir-^»], 

so wird, wenn wir cur Abicflrznng 

i[(a+ir+'-(«-ir+»J=/i(«) nnd i[(a+tr+^+ («-!)-+'] =^,(«) 
setsen, 

Allgemein ist A, von der Form 



ond P» aod !?« ergeben sich wie in den vorigen Beispielen als Zähler nnd 
Nenner des n*** Nahernngsbrachs eines KeUenbmcbs, dessen Wertb y-^ 
ist. Diesen KettenbmGb findet man mittelst der Relation (21.) 9 nfimlicb 

^ ^^ /n^~(«+ir-^*+(a-lr+* — 1 "T ^ I m(m+2) 



3^^(m-i)(m+3) 



Dieser Keltenbmcb bricht ab, wenn m irgend eine ganse, positive oder ne- 
gative Zahl ist. bt m eine negative ganae Zahl, so nimmt der eben geftin- 
dene Ausdruck ffir A^ die unbestimmte Form % au, sobald n^ — m— 1 
wird. Ich werde diesen Fall, in welchem die Coefficienten eine andere Form 
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annehmen, spiter besonders betrachten. Ist aber m eine ganze positive Zahl, 
so wird^il« = 0, wenn n^m-fl ist; die Reihe (20.) bricht also, Mrie vor- 
aosittseben war, bei dem Gliede Ä^X^ ab. Hierbei kann a einen ganz 
beliebigen Werlh haben. Ist s. B. ii = 0, so wird /|(a) = l, ^(a) = 0, 
wenn m gerade, hingegen ^(a)c=l, /i(ii):t=0, wenn m ungerade. Es ist 
also fflr gerade m 

/^"= ^rjT^*'+^(m+l)(m+3)^ + ® (m + l)(m+3)(m+5) ^+- 

I /o«. I -I \ in(iii — 2)... 2 -y 

+ ^^'" + ^^m+l)(m+3)...(2m+l)^'-' 

(24.)^ fflr ungerade m 

I «•"• — — Q ^ "KIT tu — 1 TT J_ •! •• (P>*'^*)(^'^3) jü' • 

'^ — '^;rf2^« + ^(m+2)(m+4)^^ + " (m + 2)(m+4)(m+6) ^»i"- 

I (^Om I i\ (m— l)(tii— 3)...2 jjr 
+ (^'"+^^m+2)(m+4)...(2m+l)^-- 

Ist m keine ganxe positive Zahl, so mflssen wir im Obigen a>>l voraus- 
setsen. Wollte man z. B. ^"* entwickeln, wenn m ein Bruch ist, so mflfste 
man, wie Herr Dirichlet gethan bat, in der Gleichung (L) f\x) = x'^ setzen, 
zwischen den Grenzen x = und or = -{-1 , und f{x) ±= zwischen den 
Grenzen x=zO und x=—i. Man erhielte sodann 

^« = *-i;rfT' ^* = l-5rr2 

und hiermit aus der Relation (21.) allgemein, 

. ^ 2n+l m(ifi — 2)...(m— n+2) 

wenn n gerade, -4, = — o^— ; — ttw — r o/ / — tSjTi 

. . 2ii+l (m— l)(m~3)...(m— 11+2) 

wenn n ungerade, ^. = -^- (m4-2)(mf 4)...(m+n+l)^ 

flbereinstimmend mit den von Herrn Dirichlet gegebenen Formeln. 

Ich mufs jedoch hier bemerken, dafs schon Legendre das Integral 
x^'X^dx fflr gerade Indices n durch eine andere Betrachtung in der 



/ 



vorstehenden Form gegeben hat (Recherches sur la figure des Planetes, 
Acad. des Sc. 1784). 

§. 6. 
Ist fli-fl positiv, so können wir in dem Vorhergehenden auch a=i 
setzen, and es nehmen in diesem Falle die Coefficienten ebenfalls eine einfache 
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Form an. Es wird dann oämlich ^(ii)=/i(a) = 2*, also Jo = 2'"-^jtj, 
Ä. = 2" , ,vr, , ov und nitlekt dieser Werthe nnd der Relation (21.) 
beweist man lelcbt« dafs allgemein 

j. = (2«+i) , "L^rrVö:^Tl'^V«> '»" 

' (m+l)(iii+2)...(iii+ii+i) 
ist. Man hat also 

(25.) (i±:^)'"= -_ j;+3^^^,J^^_j^2^ J[,+5 (^4.i7(J42)(«i+8) -^+ -* 

eine Reibe, welche fflr jeden Werth von x von x = — 1 bis x = -f ^ ^i^' 
vergirt, wenn m positiv ist. Wird m negativ, so divergirt die Reihe fftr 
ar = — 1; nnd wird m=— ^, so hören auch die CoefScienten auf gegen 
Null zu convergiren, indem sie simmtlich gleich ( — 1)"2 werden, Obereinstim- 
mend mit der Entwicklung von 2(l-f 2ra?-fO"* ^r r=:\. 

Der eben gefundene Werth von ^ ffir n = 1 fahrt zu einer Eigen- 
thamlichkeit des Eettenbruchs (23.)« Setzt man nfimlich in der allgemeinen 
Formel für J, (22.) a=^\^ so giebt die Vergleichung mit obigem Werthe 

(-!)-((?«- P.) = «•(«-l)(m-2)-..(m-M+l), 
vorausgesetzt, dafs m keine negative Zahl ist. Ist m eine positive ganze Zahl 
und man macht n=^m, so wird 

(26.) (_ir((?^-Pj = I.2.3...«!, 
wo Pm ond Q^ Zihler und Nenner des Quotienten sind, welcher sich aus 
dem Kettenbmch 



** '+ 2m+l ' 

mit Ausschlttfs des letzten Theilbruchs ^ T , ergiebt Der Werth des 
voUstindigen Kettenbruchs ist ^eich 1, und zwar findet man mittelst der Glei- 
chung (26.) leicht, dafs Zfihler und Nenner des voUstindigen Quotienten 
gleich (m-fl}(m-f 2)...(2m-fl) werden. 

Da P« den Factor «i-|-l hat, so folgt aus C^ßO 

(— ir(?« s t.2.8. .m (mod.«i+l). 
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Es hat mitbin der Ausdruck Q^, welcher sfimmtHche Zahlen von 1 bis 2m 
enthilt, dieselbe Eigenschaft, welche das Prodnct 1.2.3...m besitzt, nfimlich 
Qm'\-^ i3t durch m-|-l IheÜbar oder nicht, je nachdem m-|-l eine Primzahl 
ist oder keine. 

§• 7. 
Wir haben nun noch zu betrachten, was die Coefficienten in der Ent- 
wicklung von (n-f ar)*" werden, wenn m eine ganze negative Zahl ist. In 
diesem Falle aber reicht es hin die Coefficienten der Reihe 

(28.) ^ = 4>-a;+^Xx+^2-x;+- 

zu kennen, indem sich die Coefficienten der Reihe fflr ; — r— r-- als Differential- 
quotienten der Coefficienten dieser Reihe ergeben. 

Multiplicirt man die Gleichung (28.) mit a-f-^ und setzt für xX^ 
seinen Werth aus der Relation (o.) §.4, so erhilt man auf der rechten 
Gleichungsseile eine Reihe nach X, deren Coefficienten sfimmtlich Null sein 
mOssen, den Coefficienten von Xq ausgenommen, welcher = 1 ist Bemerkt 

man sodann, dafs A^=^^i — r — = ilog j ist, so findet man, wie in 

den vorhergehenden Beispielen, dafs 

(29.) A. = (-l)-(2ii+l)(ailogJ±i— P.) 

ist, wo P. und Q^ Zfihler und Nenner des n*^* Nfiherungsbruchs des folgen- 
den Kettenbruchs sind: 

(80.) *".«J±i = |+i=T 



|a-* 



Ja — ... 

Zugleich ersieht man aus den Werthen (^0=19 Qi=^a und der Relation, 
welche sich zwischen Q^^i^ Q^ und Q^g ergiebt, dafs Q^ mit X^ der Form 
nach identisch ist 

Man weifs, daCi der Ausdruck (?i».ilog^^— P^, welchen ich der 
Kflrze wegen mit Y^{a) bezeichnen will, ein particulares Integral der fol- 
genden Differentialgleichung ist, 
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in welcher a durch x ersetzt ist, und dafs derselben Differentialgleichnng aach 
das Polynom JK» genflgt. Man hat dieses Integral Y^{x) unter verschiedene 
Formen gebracht , aber man kann ihm noch eine andere neue Form geben, 
welche mir bemerkenswerth scheinL 

Wenn man nämlich die obige Differentialgleichung nmal differentiirt, 
so erhalt man mit Benntsung der Formel 

ÖJT» ~ '^ dx^^ dx a.r— *^ 1.2 Öx^ Sx"-^» 
die Gleichung 

und hieran«^ folgt 



WO C eine willkflrliche Constante bezeichnet. Es ergiebt sich hierdurch für 
das gesuchte Integral die Form 

wo sämmtliche Integrale so zu nehmen sind, dafs sie filr x=ssoo verschwin- 
den. Bestimmt man die Constante C so, dafs y mit dem, was ich Y^{x) ge- 
nannt habe, flbereinstimmt, so findet man C= (— l)'^\2.4...2ii. Es ist also 

(31.) Y,(x) = 2A..,2n/"^''^J^^,, 
ein Ausdruck, ganz analog dem bekannten Ausdruck ;r— ; — s \.^ - . wel- 

^ • 4 . . . diu UX^ 

eher das andere Integral der Gleichung (V.) nämlich X^ darstellt. Man 
könnte selbst mittelst dieses letztern Ausdrucks för A'„ den so eben fOr y 
gefundenen unmittelbar aus der Differentialgleichung scbliefsen, wenn man 
bemerkte, dafs dieselbe nngeändert bleibt, wenn man n mit — (^-f^) ^^^~ 
tauscht. 

Der Coefficient von X„ in der Entwicklung von (a-f ^)""" ^'^^^ ^^^^ 
wenn m eine ganze positive Zahl und, wie frflber bemerkt wurde, £I>>1 ist, 

^"^^'^ l.2.S...{m^i) öa— » 
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ein Ansdrock welcher, so lange n<:im—\ ist, algebraisch und mit der For- 
mel (22.) gleich bedeutend, fflr n^in— 1 aber logarithmisch ist. 

§. 8. 
Ans Gleichung (28.) erhfilt man, wenn man fflr die Coefficienten A 
ihre Werthe setzt, nach (IV.) 
(33.) log(a+x) = log(ii+l)- Fo(«)+ Y,{ä)^S{- l)-(r^.(a)- F_,(a))X.. 

fOBl 

Integrirt man aber dieselbe Gleichung nach a, so erhilt man, da 

yFo(fl)öa=iyiog^öa = *(a+l)log(a+l)-i(a-l)log^^ 

= Iog(a+t)-r„(ii)+F,(ii) 
ist, 

log(ii+ar)+consl. = log(«+l)— ro(ii)+ Tla)^S{r-\T{2n^\)fY.{u) da X.. 

Da die F fflr a=roo simmtlich verschwinden, so wird, wenn mwkJY^{a)da 
so nimmt, dafs es ebenfalls fflr ac=oo verschwindet, const« = 0, und die 
Vergleichung beider Reihen fflr log(a-f ^) S^^^' ^'^ ^^^ Gleichung (DI.) 
analoge Gleichung 

(34.) fT.{a)Ba = ~^(F.^.,(ii)- Y^,{ay), 

welche sich auch auf anderm Wege ohne Mflhe finden Iflfst* 

Ich habe die Entwicklung von Iog(ii-f d?) hier aus der von --r— ab- 
geleitet. Man kann sie aber auch direct aufsuchen, nach derselben Methode, 
nach welcher wir die Entwicklung von (n-f ^r (§*^) g^fonden haben. Man 
erhält auf diesem Wege die Coefficienten der Gleichung (33.) von n «= 1 an 
in der Form 

(35.) A. = (-l)-^[a.i(«»-l)Iog2^-P.], 

wo Pa und Q^ ZsUer nod Nenner de$ n'*" Nlherangsbrnobs des folgenden 
KeUenbrnohs sind 



(36.) i(«'_t)log|±i =: a- 



t 



4a-| 
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eines Kettenbruchs, der sieh aoek unter folgende Form bringen lAfst 



7-0 

*"" 3.5. »■ 



l "■* 



57777 
J 575 



1 — 

In den Gleichungen (33.) und (35.) ist a>i vorausgesetzt Wird a=^i^ 
so reducirl sich Aq auf log2— 1, wfibrend man, von iie=l an, 

J. = (-.1)-+»4l±« 
• ^ ' ii(n-}-l) 

findet, so dafs in diesem Falle die Entwicklung folgende wird 

(37.) log(l+a?) = log2-.l+-^Jr,-^2; + g^J:,— • 

§.9. 
Aus den vorhergehenden Paragraphen ergiebt sich hinreichend, wie 
die Coef&cienten der nach Polynomen X fortgehreitenden Reihen in sehr 
vielen Fallen auf gani elementarem Wege gefunden werden kOnnen. Diese 
Coefficienten lassen sich aber auch leicht durch unendliche Reihen darstellen. 
Ist nimlich 

und ersetst man in dieser Reihe die Potenien von s mittelst der Formel (24.) 
durch ihre Werthe ausgedrflckt in Polynomen X, so erhfilt man fQr f{x) eine 
Reihe von der Form (l.)) in welcher der Coefficient A^ durch die Reihe 
gegeben ist 

Hat UMUi also den Coefficieaten J^ In endlicher Form gefonden, so ist hier- 
mit «ach die Somme dieser Reihe bestimmt 

Von den vielen Reihen, deren Summe sich aaf diese Welse ans den 
in den vorhergehenden Parafrapben gegebenen Bntwieklangen ergiebt, will 
Ich nnr folgende anfahren. 
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1) Ist /•(ap) = e^, so Ist ii,= , ^ Sobstiloirt man diesen 

Werth in die Reihe (38.), so giebt die Vergleichong mit dem in $.2 ge- 
fundenen Wertbe von J« 

(39.) 1+ 2.(2m+3)"'' 2.4.(2ji+3)(2»+5) + 2.4.6.(2ji+3)(2i»+5)(2fi+7) + *** 

wo P^, Q^ ans dem Ketlenbroch (3.)i PL, Ql aQ9 dem Kettenbroch (3^) sn 
entnebmeD sind. 

2) Ist /'(ar) = cosaj?-f s^i^^^^y^l) ^^^ findet man ebenso ans $.2 

f^-' *~4.(4»+S)+ä.4.(ä,+S)(4»+S) 

- '"■'-?■+" (g.rt,«-P.e«.), 

wo P» nnd (^. sieb anf den Kettenbrncb (6.) fDr langa besieben. 

3) Sei f{Jt) = {a'\^xy^\ so wird nach (38.), da nnn 

(m^\){m—2)...{m—n) ,.^>^t 

^ = 4.i.S...ii ^ 

ls^ 

^.— (-««+1) 1.3.5...(2ii+1) ^•^ V+ 2.(211-1-3) ^^T««-;- 

Die In der Klammer stebende bypergeometriscbe Reibe Ist naeb der Beseicb- 
nnng von Gaufs 

F(i(ii-m4-l), ^(n-«.|.2), i(2ii-f 3), ^). 

Bezeiebnen wir sie kürzer mit F^n^mJ^i)^ so giebt die Vergfeichung die- 
ses Ausdrucks von A^ mit Formel (22.) $.5, wenn man in dieser m— 1 
statt m setzt 

(41.) F(«-«+l) = (-l)-^jifH^^J±^ 

wo nan /i(a) = i£(a+ir-(«-ir], /.(«) = «(«+!)• + («-1)-] und 
P. ond 0, aas den Kettenbraob 
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so nehmeii sind. Die Herleitong der Gleichong (41.) seUt voraus, dafs m 
keine der ganzeo Zahlen 1, 2, ... it ist Ferner gilt die Gleicbang (4L) 
nicht nach §*5, wenn m eine der negativen ganzen Zahlen — 1, — 2, ••• — n 
oder Null ist. Die Formel (41.) gilt mithin fOr jeden Werth von m, aus- 
genommen wenn m eine der ganaen Zahlen von — n bis -{-n ist, die Null 
mit einbegriffen. 

Ist aber m eine negative ganze Zahl oder Null, so hat man nach (32.)9 
wenn wir — m statt m schreiben 

(F(n+«.+i) = (-1). *^i^^i^i±i) tf^-+»i::|Ä 

^-^ / 1.2.3.4...(w+m) öa* 

\ — ^ ^) 1.2.3.. .(w+m) ^ J (1— a«)-+' 

Ist hingegen m eine positive ganze Zahl kleiner als n-fl) so er- 
giebt sich mittelst der in §.7 gegebenen Formeln 

(43.) F(.-.+l, = ,-,r*ji^ff^^'f—>.^^r- 

Dieses H-\-m-\-ihche Integral Iflfst sich aber, wenn fii<:ii-fl, anf das 
n — m-fl fache zarOckfabren. Denn es Ififst sieb ans der Differentialgleichnng, 
welcher F.(x) genOgt (§.7), nachweisen, dafs fflr m<n-fl 



r 



(n— ifi+l)(ii— m+2)...(i»-f»») öjp» 
ist, also 

^ ^^ J (1— x»)-+* ~(w— m+l)(H— m+2)...(ii+m)y (i— x*)-+* 

eine Gleichung, ganz analog der schon von Jacohi fflr die Differenlialquo- 
tienlen von (x^ — 1/ gegebeneq. 

Statt Formel (43.) kann man also auch schreiben 

(45.) F{ji-m\\) 

_ .^> 1.2.3...(2ii+l) ,,, , 4x^/^^"-"-^'> B€l^^^ 
— ^-^^ 1.2.3. ..(ii+m)'*^ («-^V (1 _«*)•+! • 

Aus der Vergleichung dieser Formel mit Formel (42.) folgt 

(46.) F(n-w+l) = ir^(a*-irF(n+fiifl)==(l-jr)V(ii+m+l) 

und zwar gilt diese Gleichung nicht nur, wenn tu eine ganze Zahl ist, sondern 
sie drflckt eine allgemeine Eigenschaft der Reihe F{n — m\-\) aus, indem 
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man sieh leicht flberieiigt, dafs auch die Sanunenforniel (41.) dieselbe Eigeo- 
scbaft besitst 

Die GleicbuDg (42.) gilt auch, wenn m eine positive ganze Zahl gröfser 
als n isl, dasselbe ist mithin mit Gleichung (45.) der Fall. Beide Formeln 
werden in diesem Falle algebraisch nnd fallen mit (41.) zusammen. 

Bisher war a>\ Toransgesetzt; ist aber aesl, so ist die Reihe 
nur convergent, wenn m eine positive GrOfse ist. Unter dieser Bedingung 
ist für a = l 

wie man entweder aus den hier aufgestellten Formeln, oder aus den von 
6mtf!$ in seiner Abhandlung Aber die hypergeometrische Reihe gegebenen, 
linden kann* 

Manchen, Juni 1858. 
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lieber die zweite Variation vielfacher Integrale. 

(Ton Herrn A. Chk$ek.) 



Mßie UntersQchiiDg der Kriterien des Haximnms ond des Hinimons 
einfacher Integrale hat bekanntlich auf die Betrachtung der iweiteo Variation 
geführt, und zu der Entdeckung merkwUrdiger Eigenschaften deraelhen Ver- 
anlassung gegeben. Es seigte sich^ dafs man dieselbe durdi partielle Inte-- 
gration auf eine einfachere Form snrficksufDhren yermochle; das Resultat 
dieser Integration liefs sich indefe nicht angeben, wenn nicht die Integration 
gewisser Differentialgleichungen ausgefobrt wurde, deren verwickelter Charakter 
die Geomeler lange Zeit von Integrationsversuchen abschreckte. 

Jacohi war es, welcher bei einfachen Integralen mit mner abhingigen 
Variablen einen Zusammenhang dieser Gleichungen mit denjenigen entdeckte, 
welche das Verschwinden der ersten Variation mit sich fflhrt; und indem sich 
fOr diesen Fall dann die Integration jener Transformations^eichungen mit 
leichter H&he ergab, wurde fflr diese Untersuchungen ein gani neuer Aus- 
gangspunkt von grofser Bedeutsamkeit gewonnen. 

In einem frOhem Aufsatse, welcher im 55*^ Bande p.254 dieses 
Joumab enthalten ist, habe ich nachgewiesen, dafs die JacoMschen Prin- 
cipien eine Anwendung auf alle Probleme der Variationsrechnung gestatten, 
welche tiberhaupt von einfachen Integralen abhfingen; und es ist dadurch die 
Untersuchung der sweiten Variation zurAckgefOhrt worden auf die Unter- 
suchung der Werthe, welche efaie homogene Function sweiter Ordnung an- 
nehmen kann, zwischen deren Argumenten gewisse lineare Bedingungsglei-. 
chungen stattfinden. 

Dieser Fortschritt, welcher wesentlich durch die in dem erwähnten 
Aufeatze niedergelegte Hefhode bedingt ist, fahrt sogleich auf die Vermuthung, 
dafs entsprechende Transformationen sich auch bei denjenigen Problemen der 
Variationsrechnung werden aufstellen lassen, welche eine gröfsere Anzahl von 
unabhängigen Variabein enthalten. In der That habe ich folgenden Salz ge- 
funden, dessen Entwicklung den Inhalt des gegenwärtigen Aufsatzes zu bilden 
bestimiDt ist: 
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Die zweite VariaÜtm mnee heliMgen vielfachen Integrals läfet eieh 
immer durch partielle Integraüonen auf dae Integral einer homth^ 
genen Function zweiter Ordnung zurückfuhren, deren Argumente 
den reepective höchsten Differentialquaüenten der Variationen der 
abhängigen Veränderlichen entsprechen, während diese Argumente 
zugleich durch mne Reihe von partiellen DifptretUialglmekungen an 
mnander geknüpft eind. 

Ich werde auch hier, wie in dem genaonten Anfaatie, snnfichst Inte* 
grale betrachten, welche nur die ersten Ableitangen der abhängigen Functio- 
nen enthalten, wo swiechen diesen Fonetionen selbst dann noch beliebig viel 
partielle Differentialgleichungen erster Ordnung als Bedingungsgleichungen be- 
stehen können. Am Schlüsse werde ich kurs auf den allgemeinern Fall 
tibergehen, welcher auf den genannten immer turftckfilbrbar ist* 



$. 1. 
Beseichnen wir durch V ein beliebiges yielfacbes Integral, weldies 
ein Maximum oder Minimum werden soll; durch F die Function unter dem 
Integralseichen, welche die unabhängigen Variabein Xg^ s^^ ... x, und die 
abhangigen Functionen y^^\ 7^, • • • y^*^ nebst deren ersten Ableitungen -^ 
enthalt, so daft 

(1.) V ^J^'^Fdxgdx^ ...dx^ 

Die Functionen y, welche so bestimmt werden sollen, dafs die erste 
Variation von V verschwindet, mögen noch durch eine Reihe von pardeüen 
Differentlalgldchungen erster Ordnung an einander gebunden sein, weliÄe durch 

(20 9i = 0, 9^bO, . . . y, = 
beseidmet werden sollen. 
Setaen wir nunmehr 

(8.) i2 = F+Atyt+A,y,-f... + i.y„ 
wo die l gewisse Mulliplicatoren bedeuten, so ist auch 

(4.) F ^ß^adxgdx^ ...äxr, 

und die y, k finden ihre Bestimmung durch die Gleichungen (20« verbunden 
mit den folgenden: 
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dXm 

da ^ d da 



C5.) < ^y''' ~ " sx- 7^' 



dXm 



wahrend sich die Gleichungen (2.) diesen analog auch darstellen lassen durch : 

Die Entscheidung der Frage, ob eine bestimmte Lösung dieser Glei- 
chungen das Integral V su einem Maximum oder Minimum mache, hfingt von 
der Untersuchung der sweiten Variation ab. Wenn wir in dem Ausdruck (4.) 
die y^% Ir, um kleine Gröfsen bw% b/ij, wachsen lassen, und nach den Potenzen 
von B entwickeln, so erhalten wir: 

abgesehen von einem Theile, welcher durch die Verinderungen in den Gren- 
zen herbeigefflhrt werden kann, und nur aus Integralen niederer Ordnung 
bestehen darf. Der Ausdruck 



/ 



üi dxidx^ m • • dXf, 



ist wegen der Gleichungen (5.) durch partielle Integrationen ebenfalls in 
Integrale niederer Ordnung auflösbar. Das Zeichen der zweiten Variation 
aber, d. h. von 

(8.) cJ'F = B^f^'^^a.dx^dx, ... dxr, 

ist fflr das Bestehen eines Maximums oder Minimums von Entscheidung. 
Diese Function ist es> welche jetzt naher untersucht werden soll. 

%. 2. 

122 ist eine homogene Function zweiler Ordnung der ii(r-fl)-f ^ 
Gröfsen w, -r— j fif doch so, dafs die letzten nur auf lineare Weise in ihr vor« 
kommen ; und zwar kann man £1% aus jQi und i2 in der Weise darstellen, dafs 
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(9.) ! 

Da die Fanctionen y aber noch durch die Gleichungen (2.) an ein- 
ander gebunden sind, welche auch durch die Functionen y-\-fw erffllit sein 
mössen, so erhält man für die w eine Reihe von Bedingungsgteichungen, 
welche, w^nn die Functionen (p durch Variation der y in ^-f*^^ öbergehen, 
sich darstellen durch: 

(10.) V'i = 0, V2 = 0, . • . V', = 0, 
oder auch, was dasselbe ist, durch: 

Diese Gleichungen zeigen, dafs die in die ^ multiplicirten Thcile von £2^ 
verschwinden. 

Ich stelle mir nun die Aufgabe, durch theilweise Integration den 
Ausdruck J^F so umzugestalten, dafs an die Steile der Function Sl^^ welche 

^(^-fl) Argumente tTj -^ enthält, eine andere tritt, in welcher nur nr 

Argumente auftreten. Es ronfs also XZj zerlegt werden in einen Theii, wel- 
cher durch theilweise Integration vollstfindig in ein Aggregat von Integralen 
niederer Ordnung aufgelöst werden kann, und in einen andern, dessen nr 

Argumente sich als lineare Functionen der tv und -^ darstellen mflssen. 

Der erste Theil der Function i22 i^ufs aber notbwendig die Gestalt haben: 

WO die B homogene Functionen zweiler Ordnung der w und -— bedeuten. 

Wenn man aber die Differentiationen in ausgeführt denkt, so dürfen in 
demselben zweite Ableitungen der w nicht vorkommen. Daraus geht hervor, 

dafs erstlich die -^r- in die B überhaupt nur auf lineare Weise eingehen 
dürfen; und zweitens, dafs der Coefficient von i^^'^--r — in B«, und der 
Coefficient von tr^'^-J-— in B^ gleich und entgegengesetzt sein mflssen. So 
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gehl also 0{w) in eine Function zweit-er Ordnung der w und •^— über, 
welche die Eigenschaft hat, dafs sie die zweiten Dimensionen der letztern 
nur in den Verbindungen 

dxs dxm dxm Bxs 
enthält. Das Aggregat dieser Terme höchster Ordnung in soll durch 
(0(-^j) bezeichnet werden. 

In welcher Form nun auch die nr neuen Argumente sich darstellen 
mögen, so kann man sich die Gleichungen, mit deren Hülfe sie sich aus den 
w, -x — zusammensetzen, dennoch immer nach den nr Gröfsen -^— • aufgelöst 
denken, und die linearen Verbindungen der neuen Argumente, welche in die 
so aufgelösten Gleichungen eingehen, als die neuen Argumente selber be- 
trachten. Bezeichnen wir diese dann durch Wj^, so haben sie also die 
Gestalt: 

(13.) W^^ == ^^a^w^'^i^al>^w<^^-\^..^ai:w^'^\ 

wo die a noch zu bestimmende Coefficienten bedeuten, deren Zahl sich auf 
nV belauft. 

Bezeichnet man nun, dem Vorhergehenden analog, dhs Aggregat der Terme 
höchster Ordnung in Sii durch ^122(3^)), ^^ ^'^^^^ ^^^ ohne Weiteres, dafs 
der nach Ausführung der theilweisen Integration übrigbleibende Theil von ^ 
nichts Anderes sein kann als 

(A(fr))-(0(ir)); 

und dafs man also die Gleichung haben mufs: 

(14.) n, = (A(Fn)-(0(»^))-f 0(tr), 

welche die verlangte Transformation in sich schliefst. In derselben sind die 
Terme höchster Ordnung bereits übereinstimmend; die Coefficienten der w^^.w^^^ 
undi£>^'^«-^ — geben dann eine Reihe von Gleichungen zur Bestimmung der 
a und B. 

Aber die Gleichung (14.) ist nicht nothwendig eine identische, son- 
dern darf nur eine solche werden mit Hülfe der Bedingungsgleichungen (10.) 
oder (HO) welche die w mit einander verbinden. Soll also die Gleichung (14.) 
eine identische werden , so mufs man noch die Summe der Ausdrücke (11.) 
hinzufügen, multiplicirt mit linearen Functionen der fP, deren Coefficienten 
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willkfirlich siod. Bemerken wir aber, dafs iQ, in der Form (9.) die ver- 
schwindenden Terme 

enthielt, was eben ein Aasdruck der gedachten Form ist, nur dafs an die 
Stelle von linearen Functionen der w hier die fi getreten sind. Läfst man daher 
diese Terme in ^ stehen, so kann man sie benutzen, um die Gleichung (14.) 
eben dadurch zu einer identischen zu machen, dafs man die /t als lineare 
Functionen der w darstellt; und die Aufgabe spricht sich daher so aus: 

Die Gleichung (14.) soll identisch erfüllt werden, indem den Aus- 

drücken /j die Gestalt 

(15.) fi, =. JMf ii;<*>-f i»f;>ii^(^>-|.-..i»f<''>«//"J . 
ffeyeben wird. 

$. 3. 

Aber die Aufgabe, wie sie in $.2 enthalten, ist noch nicht bestimmt, 
wie man leicht flbersehen kann. 

Auch ist es von vorn herein zweckm&fsig, noch gewisse andere For- 
derungen an die gesuchte Transformation zu stellen. In der That, es ist 
wQnschenswerth, dafs alle zwischen den fF bestehenden Be^nj/ungsglei' 
chungen sich durch diese allein darstellen lassen^ ohne dafs man es nöthig 
habe, auf die w zurückzugehen. Die Betrachtung der zweiten Variation hat 
es dann flberhaupt nicht mehr mit den w zu thun, sondern allein mit den W, 
die durch gewisse gewöhnliche Gleichungen und Differentialgleichungen an 
einander gebunden erscheinen. 

Diese Bemerkung genOgt, um das gestellte Problem nicht: nur bestimmt, 
sondern auch auflösbar zu machen, was es in der unbestimmten Fassung 
keineswegs allgemein ist« 

Die Bedingungen, welche sich hierdurch ergeben, sind von zweierlei Art. 
Die ersten entspringen daraus, dails die Functionen ^ sich als lineare Functior 
nen der W allein müssen darstellen lassen, oder dafs, wenn man aus ihnen 
die Gröfsen -^ mittelst der Gleichungen (13.) eliminirt, die Coefficienten der 
w verschwinden. Für jedes rp erhalt man auf diese Weise n Gleichungen. 

Die andere Art von Bedingnngsgleichungen gehl daraus hervor, dafs 
die Gleichungen (13.) sich sollen ersetzen lassen durch gewisse zwischen 
den W ohne Beihälfe der w bestehende partielle Differentialgleichungen. Man 

17« 



128 Clebsch^ über die zweite Variation vielfacher Integrale. 

bildet diese leicht, indem man znnSchst ans fV^^ und IF^'^ die Differential- 
quolienteq von w^*^ eliminirt. Dann wird also: 

In dem letzten Theil der rechten Seite kann man nun wieder -^ — und ^ 
mit HOlfe der Gleichungen (13.) eliminiren^ und derselbe geht dann Ober in: 

- Sf, S. w^'^ («';* aY — «f o^') +^Ä («^* Wf^ — «f W^Jl^). 

Soll man also partielle Differentialgleichungen zwischen den fV allein erbalten, 
so ist es nöthig, dafs die Coefficienten der w in dieser Gleichung verschwin- 
den, und dafs also die a an einander gebunden sind durch die Gleichungen: 

(16.) ^+i5),„/.*«v = ^+:j,„^„v. 

Während dann zwischen den fF die ganz fibnlichen Gleichungen bestehen: 

Es soll nun die Bedeutung der Gleichungen (16.) untersucht und die 
allgemeine Form angegeben werden, welche die a ihnen zufolge annehmen; 
sodann aber soll gezeigt werden, dafs es fQr jedes System der W, welches den 
Gleichungen (17.) genagt, ein System der w giebt, welches die Gleichungen 
(13.) befriedigt, und daf^ aUo in der That die Gleichungen (13.) und (17.) 
als vollkommen aequivalent angesehen werden dürfen. 



§•4. 

Die Gleichung (16.) stellt ein System von n^* ^*^~ Gleichungen dar. 
Hultipliciren wir nun jene Gleichung mit irgend einer Gröfse u% und nehmen 
die Summe fflr s, so entsteht aus (16.) die Gleichung 

Addiren wir hier noch auf beiden Seiten die gleichen Ausdrflcke 
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und setzen zagleicb 

(18.) AI = ^-f-aM«'+aJ?«H-«ä"tt", 
80 nimmt die obige Gleichung die Gestalt an: 

(19.) _=-+^,«j*j* = __L+:s,«jf jj. 

Es ist nun klar, dafs man diese Gleichungen ohne Weiteres an die Steile 
der Gleichungen (16.) IsaQn treten lassen , wenn man nur n verschiedene 
Systeme der u einführt, deren Determinante von Null verschieden ist. Be- 
zeichnen wir die ein und demselben Systeme angehörigen u durch 

so müssen wir ähnlich n Systeme der A unterscheiden, welche durch die 
Gleichung bestimmt sind: 

(20.) Jr = ^-{-t^i^uh^+^J^u'^'+^cti^ 

Und an die Stelle der Gleichung (19.) tritt die folgende: 

(2*-) SIT +-S<^-" = ST- +-^*«^*^*"'- 

Aber die A enthalten ja noch die n? vollkommen willkfirlichen Gröfsen u. 
Diese kann ich mir so bestimmt denken, dafs alle Ai verschwinden, d. h. 
da& sie n von einander unabhängige Systeme von Lösungen der simultanen 
Gleichungen: 

(22.) = ^+a;:'tt*+ct;''tiH-«r*^" 

darstellen. Sehen wir, welche Werthe alsdann die übrigen Functionen A 
annehmen. 

Wenn wir in (21.) Are=sl setzen, so haben wir für jeden Werth 

von m, der von 1 verschieden ist: 

fljT I 1 1» * 1 m I 1 m 

Was mit der Gleichung (22.) zusammengestellt, ohne Weiteres zeigt, dafs 
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die A;:^ nichts anderes sein können^ als Lösungen dieses Systems, d. b. lineare 
Functionen von 

oder endlich, dafs 

(23.) JJ;^ = ßii'u'^' + ß'^'u'^' + -./^r ii''% 
wo die ß Ton Xi unabhängig sind. 

Fabren wir diese Werlbe nun in diejenigen Gleichungen (21.) ein, in 
welchen weder m noch k den Werth 1 hat. Dann kommt: 

ff m 

Für die Summe ^k^^i^^^'^-^"^—^ welche nichts anderes als A'^ ist, können 

wir wieder aus (23.) ihren Werth setzen; und dadurcb reducirt sich die 
obige Gleichung auf: 

(25.) S,u^>o(^^^s^ßr,>ße>^^ = 2y<>(^i.S,ß'><'ß^/). 

Da in diesen Gleichungen aber die Determinante der v nach der Voraus- 
setzung nicht verschwinden soll, so mufs man die Gleichungen erfflllen: 

welche von der unabhängigen Variablen Xi ganz befreit sind, und sieb nur 
dadurch von dem System (I6O9 welches die a bedingte, unterscheidet. 

Man kann nun auf diese ß dasselbe Verfahren anwenden, welches 
soeben zur Darstellung der a gedient bat. Wir können also die Gleichungen 
(26.) mit n von einander unabhängigen Systemen 

r''^ r''^ . . . r^* 

multipliciren , wo die v aber von x^ unabhängig sind, um Gleichungen zu 
gewinnen, welche mit (21.) analog sind, und analog den A neue Functionen 
B einfahren, so dafs 

(27.) B^ = ^+^j,trM+/9.^rV + ...; 

und indem man dann die v so bestimmt denkt, dafs alle 02 verschwinden, 
erhält man fflr m = 3, 4, •• . n die Gleichung 

(28.) B';.' = yU^'.^^yi;^r'.^4...., 
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WO die y vou Wt^ x^ pnabbOflgig sind, und einem Systeme von Gleictiungen 
genflgen mflssen, welches den Systemen (16,)) (26.) vollkommen gleich ist, 
aber weder Xi noch x^ mehr enthfllt 

Aof diesem Wege fortschreitend, gelangt man allmälig zur vollsländigen 
Darstellnng der a, ausgedrOckt durch 

n^ Functionen ii'»'' von x^^ x^^ x^^ .. . x^, 

n^ Functionen v^*" von x^^ x^^ ... x^, 

n^ Functionen w^'" von x^^ .. . Xn 
u. s. w. 

Ich will jetzt zeigen, dafs man, ohne die Allgemeinheit der Lösung 
zu beeinträchtigen, alle diese Functionen bis auf die ti verschwinden lassen kann. 

Multipliciren wir nämlich die Gleichung (23.) mit v"'^, und nehmen 
nach a die Summe, so kommt, mit Berücksichtigung von (27.): 

Oder, iodem man aach noch (28.) zn Hülfe nimmt: 

(39.) .2;j'>e"''+.S;«'>4^ = y\^S„u'''o''''^Y^^JS„u''''^>''^"-Y''/S„u'''v''''', 

wo, wenn m = \ oder m=:=s2 ist, die rechte Seite verschwindet 

Die linke Seite dieser Gleichung ist nichts Anderes als derjenige Aus- 
druck, in welchen J'^^ übergeht, sobald darin fiberall an die Stelle von ti''^ 
der Ausdruck S^u^^v"'^ gesetzt wird. Man sieht also, dafs fiberall die Functio- 
nen u, V nur in den Verbindungen 

vorkommen. Und da die u^"* keine andere Eigenschaft besitzen sollten, als 
n unabhängige Systeme von Losungen der Gleichungen (22.) darzustellen, 
eine Eigenschaft, welche diesen Verbindungen ebenfalls zukommt, so kann 
man offenbar diese Verbindungen unmittelbar an die Stelle der u'*'' setzen, 
und durch u^*^ bezeichnen. Dann aber zeigen die Gleichungen (29.) dafs, 
unbeschadet der Allgemeinheit, die A^ sowohl als die A^ gleich Null ge^^ 
setzt werden können, und dafs die übrigen durch die Gleichung 

ausgedrückt werden, wo die y sowohl von Xi als von X2 unabhängig sind. 
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Man braucht offenbar nur dieselbe Schlafsweise tu wiederholen, am 
zu zeigen, dafs man noch die A^ sämmtlich verschwinden lassen, und die übri- 
gen dann auf lineare AnsdrQcke der u reduciren kann, deren Coefficienten 
auch noch von X3 unabhängig sind. So gelangt man endlich zn dem Schlafs, 
dafs Oberhaupt alle A„ gleich Null gesetzt werden können; und somit hat 
man das Theorem bewiesen: 

Die allgemeinsten Werthe der Functionen a, welche den Gleichun^ 
gef% genügen: 

sind diejenigen, welche man aus der Bestimmung der a durch die 
Gleichungen 

(30.) = ■^^ + aj*ii''*'4-aJ'i|V4....a^»-ti"^ 

gewinnt, wo die u vollkom$nen beliebige n^ Functionen darstellen, 
deren Determinante nicht verschwindet. 

§. 5. 

Hieran knflpfl sich nun leicht der Beweis, dafs auch die AusdrAcke 
der W, wie sie in den Gleichungen (13.) gegeben sind, die allgemeinsten 
Fonctionen darstellen, welche den Gleichungen (17.) genOgen. 

Aus der Ableitung dieser Gleichungen folgt zuntchst, dafs sie in der 
Tbat erfaUt werden mOssen, wenn man 

setzt, wa die w irgend beliebige Functionen bedeuten. Und da die Glei- 
chungen (17.) linear sind, so bleiben sie offenbar immer richtig, wenn man 
statt FF^> diÄrin die Differenz FTÜ^— Wi:> einführt. 

Nun Ist es ohne Zweifel immer möglich, welches auch die wirklichen 
Wertht der fV sein mögen, die Functionen w so zu bestimmen, dafs für 
m = l diese Differenz FF^^ — W^^ verschwindet. Dann folgt aber aus den 
Gleichungen (17.) für ^=1, und für ein m, w^elches von 1 verschieden ist: 
a(lfnrt)-.W(')) 



Clehschj über die zweite Variation vielfacher integrale. 133 

d.h. es mufs W^^ —y^^^ eine lineare Function der Losungen von (22.) 
sein, oder: 

(32.) •fri?-Wl? = *!;.ii'^^+*L'^ti''H-..*i:>ii'> 
wo die h^ von x^ unabhängig sind. 

Fahren wir nnnmehr diese Werthe in diejenigen Gleichungen (17.) 
ein, fdr welche weder m = 1 noch A = l. Dann erhalten wir zunächst: 

^,ii^+^.^,.j.v «... = ^.i§irL+^.^,.jH, «... 

Hier verschwinden aber die Coefücienten von b\^ und 6^ in Folge der Glei- 
chungen (30.)) welche die a definiren. 
Sonach bleibt nur äbrig: 

oder, weil die Determinante der u nicht verschwinden darf: 
oder 



ax. 




a*. 


n 


(33.) 


*S. 







Dies in die rechte Seite der Gleichung (32.) eiogefOhrt, giebt der^ 
selben aber die Gestalt: 



oder aach: 

"Sil. V ÖXm ■'' 8Xm ' "* '^^^^ 

oder endlich, indem man aus den Gleichungen (30.) Tfir die -^ ihre Werthe 
substituirt: 

was ein Ausdruck von der Form der W^*^ ist, nur dafs an die Stelle der w 
bier S^c^u'^^ getreten ist. 

So sehen wir aus der Gleichung (32.), dafs wir zu dem allgemein- 
sten Ausdrucke von W gelangen, wenn wir in W statt w^^ den Ausdruck 
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w^^'\-S^c^uh^ einsetzen. Und da dieser Ausdrack nm Nichts allgemeiner ist 
als die ganz willkQrliche Function w^^^, so kann man ihn wiederum durch w^^ 
bezeichnen^ und gelangt dann zu dem folgenden Theorem: 

Die alUfemeinsten Werihe der Functionen W^, welche den Glei^ 
chungen genügen: 

WO die a durch die Gteiehungen 

definirt sind, und die u ganz willkürliche Functionen darstellen, 
sind: 

wo die w willkürliche Functionen bedeuten. 



§. 6. 
Nach diesen Vorbereitungen sind wir endlich im Stande die Aurgabe, 
welche den eigentlichen Gegenstand dieser Untersuchungen ausmacht, voll- 
stfindig zu formuliren. 

Eis soll die zweite Variation 

/(r) 
S22äXidx2...dXr 

durch theilweise Integration auf das Integral einer homogenen 
Function mit 4^r Argumenten Wfi^ zurückgeführt werden, welche 
mit den frühem Argumenten w^"^ durch die Gleichungen 

verbunden sind; während die Coefficienten a mit Hülfe der Glei" 
chungen 

auf n^ Functionen u zurückkotnmen; und während ferner die x 

dSi 

Functionen -^ in lineare Functionen der W übergehn. 
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Die TraDsformation der FoDction A ist nach dem Frflbera (14.) 
durch die Gleichnngen 

(34.) i2, = (A ( FT)) - (0( FT)) + e{w) 
aosgedrflckt, in welcher die /i durch die Ausdrflcke (15.) zu ersetzen sind; 
und in welcher endlich die Coefficienten der ^ — ^^ bereits dberein- 

stimmen. 

Bezeichnen wir fOr den Augenblick durch ^ die rechte Seite von (34.), 
so ergeben sich zunächst die fOr die w und -J^ linearen Gleichungen 

(35.) {_öfi, _ 80 

deren Coefficienten auf beiden Seiten flbereinstimmen mfissen. Aus der 
zweiten dieser Gleichungen ergeben sich nur n^r Gleichungen, da die Coeffi- 
deuten der ^ — in ihnen bereits flbereinstimmend gemacht sind ; und aus der 

ersten Gleichung ergeben sich dann noch — ' ^ neue Gleichungen, welche 
von den Coefficienten der Producte w^^.ufi"^ In (34.) herrflhren. 

Jedenfalls mufs es daher genügen, wenn man die n ersten Gleichungen 
(35.) fdr n von einander unabhängige Werthsysteme der w erfflllt, und sodann 
zeigt, dafs den zweiten Gleichungen noch vollständig genflgt werden kann. 

Statt der ersten Gleichungen (35.) kann man sich aber auch der fol- 
genden bedienen, welche mit Hälfe der zweiten Gleichung daraus gebildet 
sind : 

In diese Gleichung fflhre ich nun ffir die w snccessive die verschiedenen 
Systeme der u ein, und erhalte demnach aus (36.) n^ Gleichungen. Sehen 
wir, wie sich in Folge dessen die rechte Seite umgestaltet. 

Die Functionen u haben, in Folge der Gleichungen (13.) und (30.) 
die Eigenschaft, an Stelle der u> gesetzt, die W sfimmtlich identisch ver- 
schwinden zu machen. Derjenige Tbeil also von 4», welcher die W zu 
Argumenten hat, verschwindet dann aus (36.) vollständig, und es bleibt von 

18» 
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4» nar d(w) Obrig. Aber &(w) ist eine homogene FancHoni welche die 
einmalige Integrarion in allen ihren Tbeilen zuläfst; daher mufs sie die Glei- 
chungen 

dXm 

identisch erfOllen -^ und es verschwindet daher die rechte Seite von (36.) voll- 
sttndig. Bezeichnet man nun durch i2f diejenige Function, in welche X2t 
flbergeht, wenn darin die w^'^ durch die ti''^ ersetzt werden, so zeigt sich 
also, dafs die ti''^ den Gleichungen genfigen müssen: 

Hier ist noch eine Bemerkung erforderiich. In ^2, kommen die Functio- 
nen fi vor, welche, um die Gleichung (34.) zu einer identischen zu machen, 
den Ausdröcken (15.) gleich gesetzt werden roufsten. Bei den Differentiation 
neu in (35.), (36.), (38.) mfifsten daher auch die /i als Functionen der w 
aufgefafst werden. 

In der That aber verschwinden die durch eine Differentiation nach 
den /x entstehenden Theile aus den Gleichungen (38.) vollständig. Der be- 
treffende Theil von -k-^ ist nämlich 

da nun die Ausdrücke >,>' ■ sich zugleich als lineare Functionen der W dar- 

stellen sollen, so mfissen dieselben offenbar verschwinden, wenn man die w^^ 
in die u^*^ äbergehen , d. h. die W sämmtlich verschwinden läfst. Somit 
kann man also bei der Differentiation in (38.) die fi als von den u ganz 
unabhängig betrachten, und nur ihnen zuletzt durch Einfahrung der u in (15.) 
die Werthsysteme 

A^i > A*2 * • . . flu 
beilegen. 

Zugleich aber hat man die Gleichungen zu erfflilen: 

welche nn an der Zahl, und also der vollständige Ausdruck dafflr sind, dafs 
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die Fanctionen g^' - sich als lineare Verbindungen der Wy oline Beiliflife 
der w, darstellen lassen. 

Die Gleichungen (SS.), (39.) zusammen dienen nun dazu, die Functio- 
nen fi''"^ und //^, oder, wenn man will, die Functionen u und M, deren Zahl 
ebenso grofs ist, zu bestimmen; und zwar hat man n.x-j-n^ Gleichungen 
mit ebensoviel unbekannten Gröfsen. Aber in diesen Gleichungen kommen 
die den verschiedenen Werthen von a entsprechenden Systeme der Unbekann- 
ten getrennt, und stets auf dieselbe Weise vor. Man hat daher das merk- 
wflrdige Resultat, welches die unmittelbare Erweiterung der von Jacohi ein- 
gefflhrten Betrachtungen darstellt: 

Die verschiedenen Systeme der u^^ und fxj, sind ebensoviel versckie-- 
dene LOsvngen der Systeme von partiellen Differentialgleichungen: 

(40.) { 3^« 

'W ~''^ ~ ' 

welche das Integral 

S^V = ef'n^dx^dxt...dxr 
zu einem Maximum oder Minimum machen, 

§. 7. 

Die Lösungen der Gleichungen (40.) kann man nun leicht darstellen, 
wenn die Lösungen der Gleichungen (5.)^ (6.) als bekannt vorausgesetzt 
werden. 

Es seien y^^\ y^% ... y^''\ A|, At, ... il, die allgemeinsten Lösungen 
der Gleichungen (5.), (6.). Sei a irgend eine darin vorkommende willkör- 
liehe Gonstante, P irgend eine darin vorkommende willkflrliche Function. 
Dann erhält man offenbar neue Lösungen, wenn man die Gonstante a in 
a-^ea, die Function P in P-j- c/7 fibergehen läfst, wo a eine neue will- 
kfirliche Gonstante, IT eine neue willkQrliche Function, deren Argumente mit 
denen von P übereinstimmen, und € eine sehr kleine Gröfse bedeutet Durch 
diese Operation gehen nun, wenn man nach Potenzen von e entwickelt, die y 
fiber in y-f ^^4~*"9 ^^^ ^ ^^ ^'h^/^'F'**« ^^^ ^^^ ^^^ ^'® Gleichungen 
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WO die Sammen Ober alle in den y^'^, Xj, enthaltenen willkOrlichen Consianten and 
Fonctionen auszudehnen sind. Zogleich aber gehl S2 Ober in 

wo nur in den Fonctionen i2i, Sit jetzt die u an Stelle der w getreten sind. 
Nnn ist offenbar 

d(Si-\-eSi,-\-t*si,...) _ 1 d(Si-\-ta,-\-t*Si,...) 

dXm dXm 

a(i^+<J2,+«*J2,...) ^ j 8(/2+<i2.+<«i2....) 
Und hienras folgt sogleich: 

dSi, _ a/2, 

8i8, dSi, 

Und da nnn die Gleichnngen (b.% (6.), indem man darin i2-{-ci2,-{-«^i22..., 
wie es gestattet ist, an die Stelle von £2 treten läfst, als Coefficienten von c 
die Gleichnngen geben: 

aJ2. __ « a a^, 

ax, 

= 0, 



ai2, 



so sieht man mit Hflife der obigen Gleichnngen, dafs die hier eingeführten u 
und /i nichts anderes darstellen, als die allgemeinen Lösungen der Gleichnn- 
gen (40.)- Die verschiedenen Systeme der fi''% ,a^ müssen sich also aus 
den Gleichungen (41.) gewinnen lassen, indem man nur den a und II 
verschiedene tVerthsysteme beilegt f d. h. es mups sein: 
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(«0 



> = ^(<-^+^^). 



wodurch diese Gröfsen voIIstäDdig auf Bekanntes znrfickgefflbrt sind. 

§. 8. 

Es bleibt jetzt nor noch die Bestimmang der Fanclion 6 Obrig, and 
diese erfolgt mit Hälfe der zweiten Gleichung (35.) 

Erinnern wir uns, dafs jede der Gleicbnngen, welche dieselbe darstellt, 
nnr auf n Gleichungen fflhren kann, indem man die CoefGcienten der w auf 
beiden Seiten einander gleich setzt, so genfigt es offenbar, nm diese Gleichung 
zu einer identischen zu machen, wenn man sie fflr n verschiedene den w 
beigelegte, unabhängige Werthsysteme erffillt Diese Werthsysteme seien 
wiederum die der u. Dann verschwinden in der Function 4^ wieder sfimmt- 
liebe von den W abhängige Glieder, und die zweite Gleichung (35.) geht 
in die folgende Aber: 

r431 ^/^? _ _i®!_. 
^^^^^ Q duho — ^W^ 

Gehen wir nun auf die Beschaffenheit der Function genauer ein. 
In der Gleichung (12.) steUte sich 0(w) dar durch den Ausdruck 

dBi I dB^ I dBr 

dx^ "^ dx^ "*■*** dxr^ 

wo die Bji homogene Functionen zweiter Ordnung der w und -^ waren, 
doch so, dafs die letztern nur auf lineare Weise darin vorkamen, und dafs 
aufserdem der Coefficient von w^^*-^— ia B^ dem Coefficienten von 

tr^'^* g^ in Bg gleich und entgegengesetzt war. Man kann also aligemein 
setzen: 

(44.) B, = J?,^A*i''^tr<'>tr<*>+^,;S',^,a^>t')^, 

wo die Coeffidenteii b, a den Bedignngen anterliegen: 

(45.) *f = *M, «JJ = _«v=-flV[ = o;;>. 
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Die Anzahl der zu bestimmenden Gröfsen isl dann 

w.n+1 _ , n.n — 1 r.r — 1 

and da (43.) nnr fi?.r Gleichungen liefert , so wird die Aufgabe scheinbar 
unbestimmt. Es läfst sich indefs zeigen, dafs es genOgt, eine einzige Lösung 
zu kennen 3 und dafs fOr den vorliegenden Zweck alle Lösungen dasselbe 
Resultat liefern. 

Wenn man in die Wertbe aus (44.) einfOhrt, so erbSlt man die 
folgende Gleichung: 

(45.) =- S,:S,S,^^fv<'^u>^'^ 
und hierdurch geht die Gleichung (43.) über in: 

C46.3 -^ = ;5-.«M(2,v+x.^)+ax.;E,<i:^. 

dXm 

Mulb'pliciren wir diese Gleichung mit u'"* und nehmen dann die Saname nach 
i, so kooiinl demnach: 






^1^ 



Bezeichnen wir endlich durch (Q,(f)m die Ausdrücke: 

(47.) (,,a). = i;^,p'-^- ^^Y 

SO kommt: 

(480 (?> «). = «2» ^i«*«'«'" {s, ^) 
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eine Gleichung, aus welcher die Functionen b ganz verschwunden sind. Be- 
merken wir, dafs (48.) ' ^ •r Gleichungen darstellt, und denken wir uns 
die a bestimmt, so bleiben also aus dem System (46.) noch ^'^ '^ Glei- 
chungen übrig, welche zur Bestimmung der b vollständig ausreichen. Um 
diese Bestimmung in symmetrischer Weise auszufahren , kann man nun , den 
Ausdrücken (47.) parallel, die Bezeichnungen einführen: 



(49.) iQ,a}„ 
woraus sich dano ergiebt: 



1 3 ^" '° 3 ^**'* I 

\ dXm ÖXm / 



,ött*'" .i„a«'««> 



(50.) S^SiVii'vf'ivf"' = [p,a]„-f ^A^i:s;<i(ti''*-^-.«|V^). 
Wenden wir ans aber zar genaueren Betrachtung der Gleichungen (48.). 

§.9. 

Bei der Transformation der Function 12, kommt es allein auf denjenigen 
Theil an, welcher in der reducirten Form unter dem r fachen Integrale stehen 
bleibt. Dieser Theil ist aber 

(A(W'))-(Ö(»r)), 

und zwar ist, der jetzt eingeführten Bezeichnung zufolge: 

(51.) i6{Wy) c= S,Sj,S,2.a^^ W[ FF*. 

Die vorliegende Aufgabe bat aber darauf geführt, dafs die a nicht voU« 
stfindig bestimmt erscheinen, sondern eine unendliche Anzahl von Werth- 
Systemen zulassen. Ich will nun zeigen, dafs die verschiedenen Ausdrücke, 
welchen (0(fF)) in Folge dessen gleich werden kann, sich nur um 
Functionen unterscheiden können, welche die einmalige Integralion in 
allen ihren Theilen zulassen, welche also für den gegenwärtigen Zweck 
vollkommen aus der Betrachtung verschwinden. 

Bezeichnen wir durch c die Differenz zweier entsprechenden, verschie- 
denen solchen Systemen angehörigen a, und durch H die Differenz der da- 
durch entstehenden Functionen (<9(FF)). leb will beweisen, dafs H immer 
die einmalige Integration in allen seinen Theilen gestattet. 
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Aas der Gleichung (48.) folgt dann: 

(52.) = :5-,^,«M„i,e(:5-,^)-f-^,:2',J2-.<i.(«^»^ + ttV^), 

während aus (51.) zugleich hervorgeht: 

(53.) U = S,2,S,S,c^i^ Wl W^. 

Damit U die einmalige Integration zulasse^ ist es nöthig und hinreichend, dafs 
es die Gleichungen 

fKM ^ BB — d dB 

erfülle. Diese Gleichungen sind aber, wie man leicht zeigt, keine andern 
als die Gleichungen (52.), woraus das Behauptete erhellt. In der That, wenn 
wir die Gleichung (54.) bilden, so erhalten wir zunächst, mit Berflcksichtigung 
der Werthe der W: 

Nehmen wir nun die Gleichungen (17.) hinzu, durch welche die W 
definirt sind, so zeigt sich leicht. Indem man immer die Gleichung 

m,9 m^s *,m «jM 

bemerkt, dafs das zweite Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung durch 
ersetzt werden kann, und dafs also jene Gleichung flbergeht in: 

oder dafs endlich, da die in den W enthaltenen w ganz beliebig sollen blei- 
ben können, die Gleichungen erfOllt sein mflssen: 

Statt der n^.r ?erscbiedenen Gleichungen, welche diese Gleichung darstellt, 
kann man jedocli auch diejenigen n\r wählen, welche aus ihr hervorgehen, 
wenn man sie mit ti^'^.ti^''' muttiplicirt, und nach h und p summirt. Dann 
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kommt aber: 

oder, mit Hälfe der Gleichongen (30.): 

eine Gleichang, welche durch eine verSnderte Bezeichnung der Indices un- 
mittelbar in (52.) flbergeht Die angedeutete Eigenschaft der Function H 
ist also nachgewiesen, und zugleich, dals mau nur eine einzige unter den un- 
endlich vielen möglichen Functionen 6 aufzusuchen nötbig hat. 

%. 10. 

Um nun endlich die Bestimmung der a wirlilich auszuführen, kann 
man den Gleichingen (48.) die Gestalt geben: 

oder wenn man 

(55.) ^^f^ = S^Siiti^^^u^^af^p 
seist: 

(5«.) (».<-).= -3^+-^+ •■-^- 

Die Functionen z haben dann mit den a die Eigenschaft 

(57.) «I;: = «»4 — «j;: = - «;'f» 

gemeinsam, und die a bestimmen sich aus ihnen sehr leicht mittelst linearer 
Gleichungen. 

Die Gleichung (56.) steht mit einer wichtigen Eigenschaft der Functio- 
nen (q, a)m in Zusammenhang. Differentiiren wir nämlich diese Gleichung nach 
x^ und nehmen nach m die Summe, so erhalten wir: 

(58.) i^i£L4-i^+...i(|i£k = o. 

Dies ist in der That eine Fandamenialgleichung ffir die Functionen (9,0)^. 

19* 
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Sie soll direct aus den GleichoDgen abgeleitet werden, welchen die u ge- 
nügen. Zu diesem Zweck braucht man nur die Gleichungen 






dSn 

I 



dXm 

respective mit u'>^ und —u'*" muUipIicirt, zu addiren und die Summe nach i 
zu bilden. Dann kommt: 






und wenn man nun auf beiden Seiten den Ausdruck 



\ ÖJTm ÖJTm / 



hinzuFagl, so erhält man auf der linken Seite nach bekannten Eigenschaften 
der homogenen Functionen zweiter Ordnung, und mit RQcksicht darauf, dafs 

-T— ^ verschwindet, identisch Null; während zugleich die rechte Seite die zu 

beweisende Gleichung 

t= ^^g>^)' 4 ^(9y(f)t I . _ d(Q,a)r 
Ar, * dx^ ' * ' dxr 

ergiebt. 

Diese Gleichung läfst sich so aussprechen, dafs die Functionen 
(9,(j)i^ (e.<3r)2, . . . ((), a)^ 
sich stets als Unterdelertninanten ein und derselben Functionaldeterminante 
darstellen lassen, und dies giebl zu einer merkwflrdigen Darstellung der 
Functionen z Veranlassung. Denken wir uns die Functionen dieser De-^ 
terminante gefunden, d. h. die partielle Differentialgleichung 

(59.) = (,,„),^ + (,,„,.^ + ...(,..,,^, 
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deren MuUipHcator Eins ist, vollständig integrirt, und bezeichnen wir 
die Lösungen derselben durch 

und die aus ihnen gebildeten partiellen Functionaldeterminanten ^ welche 
den Functionen {q, a) gleich werden, durch J^*", Jl'", . . . J^;", so erhäU 
man Lösungen der Gleichungen (56.)) wenn man setzt: 

(60.) «J>; = ------- -- --* ^''^ 



-(tr - --"(#■)" 



Denn hieraus folgte nach bekannten Eigenschaften der Fanctionaldeterminanten; 






oder gleich ((^ja)„^ was zu beweisen war. 

Wahrend sich aber hier die Functionen z aus den zweiten Differential- 
quotienten einer Functionaldeterminante zusammensetzen, deren constituirende 
Elemente man im Allgemeinen nicht als bekannt voraussetzen darf, so giebt es 
einen andern Weg, welcher zur unmittelbaren Darstellung gewisser Lösun- 
gen von (56.) fahrt. Man kann nämlich setzen: 

denn diff^erentiirt man nun nach x^ und summirt, so kommt, mit Rücksicht auf 
die Gleichung (58.): 



^^-Sf = fP>^)- 



wie es sein sollte. 



Die Gleichung (61.) enthalt also die Lösung des vorliegenden Pro- 
blems. Ich weise hierbei auf die merkwürdige Tbatsache hin, dafs sich aus 
dem ganzen Verlauf der Untersuchung keine Bedingung über die specielle 
Beschaffenheit der Lösungen u'»" des Systems (40.) ergeben hat Solche 
Bedingungen treten bekanntlich ein, sobald nur eine unabhängige Variable 
vorhanden ist; und zwar ist die Bedingung die, dafs die constanten Werthe, 
welche die Functionen {q, o) dann annehmen, sammtlich der Null gleich seien. 
Eine solche Bedingung tritt also in keinem anderen Falle wieder auf. In der 
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That ffibrte die zweite Gleichung (35.) auf nV Gleichungen mit 

n.n+1 , n.n — 1 r.r — 1 

— y— r+— 2 r- 

unbestimmten Functionen. Die DiiTeranz beider Zahlen ist 



2 2 

Man hat also, wenn rc=r3 ist, ebensoviel zu bestimmende Functionen als 
Gleichungen vorhanden sind, und wenn r >> 3, sogar mehr. Fär r = 1 und 

r==2 sind aber ' ~ Gleichungen mehr vorhanden als Functionen; und 
wirklich führt dann (56.) auf die *'^~ Bedfngungsgleichungen : 

(P. o) = 0. 
Fär r = 2 fiber sind diese — ^-^ — Bedingungen keine andern als die Glei* 
chungen (58.), welche identisch erföllt werden. Ja, dieser Umstand verringert 
auch fOr r = 3 etc. die Anzahl der Gleichungen um ^'^~ , so dafs bereits 

far r=:3 die Aufgabe wahrhaft unbestimmt wird. Und so zeigt es sich, 
dafs r tss 2 den einzigen Fall angiebt; in welchem die Aufgabe bestimmt ist, 
ohne auf Bedingungen für die n zu fahren; Uiid in diesem Falle, ist 

oder auch: 

*M '=^/C(9sO)2äxt--(Q,a\dxO, 
wo nunmehr unter dem Integralzeichen ein vollstflndiges Differential steht. 



%. 11. 
Das Resultat der vorstehenden Entwicklungen Ififst sich nun in dem 
folgenden Theorem zusammenfassen: 

Ea amen vh", ti^'% . . . ii">* Systeme von Functionen, tttleka aus dm 
Lösungen der Gleichungen (5.), (6.) so züemwmengesetzt sind, dafk 

(42.) tf>- = JS^a-^^:?//-^, 
U bezeichne ihre Determinante, ü'»*^ sei gteich -ßT^f dann redudrt 



sich das Integral 

J '' £li{w)dxidx2 . . . dXr 
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durch theilweise Integration auf 

f\iQ2{Wy)-(ß(JV)y)dx,dx^...dXr, 
wo die Argumente W^'^ die Form haben: 
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(13-300 fVl^^ = ^ 



fVO) — ^^Li — 2 



2kW' 



m 



du^f" r^>^ 



ÖXt 



U 



oder, wo dieselben an einander gebunden sind durch die Gleichungen^ 



(0 



du^.o tjh<r 



(0 



3uA><' U^^^ 



und wo der Coefficient a\^^, mit welchem W^^KW^J^ in (0(»F)) 
multiplicirt ist, die Gestall hat: 









Zugleich gehen dann die Gleichungen 

(10.) Vi = 0, V^2 = 0, ..• V^x = 
tu lineare Bedingungsgleichungen zwischen den fV^^ über. 

Die Form dieser letzten, so wie der durch theilweise Integration abgeson- 
derten Integrale niederer Ordnung, ist nach dem Obigen leicht anso^eben. 

Ich knüpfe hieran nur noch eine Bemerkung, welche die allgemeinere 
Aufgabe trifft, bei weicher unter dem Integralzeichen auch höhere Differential* 
qootienten eingehen. Man kann dann die niederen Differentialquotienten sftmmt- 
lieh als neue abbflngige Variable einfahren, und durch hinzugefügte Bedin- 
gungsgleichungen die Natur derselben definiren. Bemerken wir aber, dafs in 
dem eben ausgesprochenen Theorem W^'^ die Form hat: 

au?CO ÖM'>* dn'»^ 5u'> 



u. wp = 



dxi 



w 



C) 



10 



,(») 



II«'' 



dXi 



««,» 



^s^ 



uh" 



u 



.»,» 



w 



,(») 



*»•» 



u 



.".» 



. . . tt" 



Entspricht nun nicht to^'^ einem der höchsten anter den Differentialquotienten, 
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welche als Variable neu eingefflbrt sind, so wird es immer unter den Reiben 

W^^\ t|M^ U^^^ ... H^" 

eine solcbe geben, welcbe der Reibe 

öii?^'') gu'»^ du'>^ au'> 

dx^ ' öx^ ' ax, ' • ' ' "dl^ 

genau gleich ist. Es wird also Wjf^ dann immer verschwinden, und somit 

erhält man das folgende Theorem: 

Ein Integral, welches beliebijf hohe Difflßrentialquotienten der ek^ 
hängtgen Variabein enlhdll, zeigt nach Anwendung der vorliegenden 
Transformation unter dem Integralzeichen eine homogene Function 
zweiter Ordnung, deren Argumente den respective höchsten Diffe-^ 
rentialquotienten der abhängigen Variabein entsprechen. 

Steigen also die Diflferentialquotienten, respective auf den Piten, /^sten, . . . p„ien 

Grad, so ist die Anzahl der Argumente in der reducirten Function zweiter 

Ordnung: 

r.ri^i.r+2...r+p^-i 

^^ i.2.3...p, 

Berlin, den 12. Juni 1858. 
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üntersuehungen über die DifTerentialgleichung der 
hypergeometrischen Reihe ^). 

(Aas den hioterlassenen Papieren von C. 6. /. Jaeobi mitgelheill durch Herrn E. Heine.) 



§. 1. 
Eis ist seit Euter bekannt, dafs das bestimmte Integral 

in welchem 

V = ii^*(l— ti)y-^-*(l — am)- 

gesetzt ist, der Differentialgleichaog 

(t.) a?(l-a?)/' + (y-(« + /S + l)x)/-a/Sy = 

genOgt. Um dies nach dem Vorgänge Eulers (Institntiones calc. integn 
YoL II, Sect. I, Cap. X, Probleme 130) zu beweisen, hat man nur nöthig, in 

die linke Seite von (1.) ffir y das unbestimmte Integral fVdu zu setzen, 

durch Differentialion unter dem Integrale y' und y", d. h. -^ und •^, zu 
bilden, und endlich zu reduciren. Dann erhAlt man auf der rechten Seite zu- 



*) Die Abhandlang, die ich hier miitheile, verdankt ihre Entstehung einer Hand- 
schrift JacobiSj welche aus einer ziemlich frühen Zeit seines Lebens zu stammen scheint. 
Nachdem er aus dem reichen Inhalt derselben den Stoff eines Theils der Abhandlung: 
Formula transformationis integralium definitorum (Bd. 15 dieses Journals), sowie der Ab- 
handlung: lieber die Entwicklung des Ausdrucks etc. (Bd. 26 dieses Journals oder Journal 
de M. Liouville ann^e 1845 p. 229) entnommen hatte, blieb ein noch unbenutzter Tbeil 
der Handschrift übrig, welcher die Kugelftinctionen betraf. Die in demselben enthaltenen 
Untersuchungen wurden von JucM im Jahre 1843, indem er sie einer neuen Bearbei- 
tung unterwarf, auf die allgemeine hypergeometrische Reihe ausgedehnt, und ich übernahm 
es während meiner damaliffen Studienzeit, die in solcher Art verallgemeinerten und zu 
späterer Veröffentlichung bestimmten Ergebnisse zu einem Aufsatz zusammenzustellen, 
dessen Herausgabe jetzt in seiner dem Wesen nach unveränderten Form erfolgt, nach- 
dem eine von JacQbis Hand beabsichtigte Umgestaltung durch seinen Tod vereitelt wor- 
den Ist. H. 

Journal ftr Mathematik Bd. LVI. Heft 3 20 
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nficbsl nicht 0, sondern den Ansdrnck *) 

-«•1^1-11)^-^(1 -am)-«-* = -a.lüzÜilF. 

Da derselbe fOr ii=0 und <i=l verschwindet, natfirlich ß nnd ;^ — /? positiv 
gedacht, so wird das bestimmte Integral y=='f Vax, wenn es einen Sinn 

u 

hat, (1.) integriren. 

Es ist frfiher nicht beachtet worden, dafs der erwähnte Ausdruck auch 
fflp ti=+oo verschwindet, wenn y — a — 1 negativ ist, so dafs alsdann 
aufser den Grenzen und 1, auch die Grenzen nnd — oo, 1 und oo In- 
tegrale von (1.) verschaffen. Mit Hinzuziehung hiervon hat man das Resultat: 

Es genflgt y^=f Vdu der Gleichung (l.)i wenn ff und h zwei von 

g 

den Werthen 0, 1, ±oo bezeichnen, und [ "_^": Vj =0 ist; vorausge- 
setzt dafs das Integral eine Bedeutung hat. Wir bedienen uns der bekannten 
Bezeichnung, nach der [/"(w)]^ die Differenz f(A)^f(ff) vorstellt. 

Mit RQcksicht auf die Zusammensetzung des Ausdrucks V lag es nahe, 

zu den soeben betrachteten Werthen der Grenzen des Integrals fVdu, von 
denen die beiden ersten die Gröfsen u und 1 — u gleich Null machen, den 
Werth — hinzuzufügen, fQr welchen \ — xu verschwindet. Indem zunächst 

in die linke Seile von (1.) y=i jVdu gesetzt wurde, wo b eine Con- 

g 
stante bedeutet, ergab sich nach gehöriger Reduction: 

_(y_/3_l)«/J(l_e)i-«^i-r(a?~«)r-/»-i 

+«y^(l-ir)^-^l-^^)-^^ 
und hieraus wurde fflr « = 1 geschlossen, dafs auch 



*) Dies kann man auch mit Euler so ausdrücken, dafs der vollslindige nach u ge« 
Dommene Differentialquotient 



du \ 1 — XU ^ 



unter der Form 

rf*F dV 

darstellbar ist, wo J ^ JB^ C die von u unabhängigen in Gleichnng (1.) vorkommenden 
GrAfsen x(l— x), r— («+/'+*)^> —^ß sind. 
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8 

der Gleichong (1.) genflgt, wenn 

(i—xu) 

far tf=y verschwindet, und \—a positiv ist; dafs das Integral einen Werth 
haben niufs, ist voransgesetzt. 

Man bat demnach sechs, als bestimmte Integrale auftretende und, wie 
leicht zu zeigen ist, verschiedene Lösungen der Gleichung (1.) (d. h. solche, 
von denen nicht zwei einen conslanten Quotienten haben). Indem wir uns 
hier, wie auch im Folgenden, x immer positiv denken, auf welchen Fall der 
eines negativen x leicht zurflckzufahren ist, stellen wir diese Lösungen mit 
Hinzufflgung der Bedingungen, unter denen sie der Gleichung (1.) genflgen, 
zusammen : 



1) wenn ß 


und y — ß positiv isl: y — / Väm, 


2) - ß 




3) - r-ß 


- «+l_y - - y^fväU, 



4) - ß - 1-« - - r ==/'vdu, 



5) - «+l-y - 1— o - - y ^J^Vdm, 

X 

6) - Y-ß - 1-a - - y^fvdu. 

l 

Um die Bedeutung dieser Integrale besser zu flbersehen, kann man 
aie durch hypergeometrische Reihen ausdrflcken. Man weifs nfimlich, dafs 
/ u^{i—uy(i — auydu, abgesehen von einem constanten Factor, der hyper- 

41 

geometrischen Reihe gleich ist, welche nach Gaufs mit F( — v, il-f-l^ ^*f /^"f ^9 ^) 
bezeichnet wird. Ferner flbersieht man leicht, dafs sich die Grenzen der sechs 
Integrale durch geeignete Substitutionen in und 1 verwandeln lassen, ohne 
dafs die Function unter dem Integrale ihre Form u^^i^uy^l-^buydu ver- 

20 • 
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liert. Ich stelle die sechs in hypergeomelrische Reiben aasgedrflckten Lösun- 
gen, auf die man so nach einander kommt, mit den Substitutionen zusammen, 
welche angewandt wurden: 
1) F[^a,ß,Y,x), 

3) a?-F(«,a+l-y,«+l-/9,|.), 

5) x^-rF(«+t-y,/3il-y,2-y,*), - « = :^» 

Substitution u = 



Substitution 


U'= 


V, 


- 


« = 


1 


.*■ 


tt = 


T' 


- 


u = 


V 



Za jeder dieser Lösungen findet man drei gleiche, nur der Form nach 
verschiedene, wenn man, nachdem die Grenzen der Integrale bereits durch 
obige Substitutionen auf und 1 gebracht sind, noch drei neue Substitutionen 
anwendet, welche die Grenzen ongeändert lassen, nftmlich die folgenden: 

11=1— r; ti = ^5 i ; « = 



1 — jr+ujr ' i — vs 

Durch diese gebt Vdn resp. in 

(1- ^r-rr-z^^Cl- r/-*(l- ^)"^rfr. 
Aber; sie fflhren also von F{a,ß,y,x) auf 

Stellen wir nun die in hypergeometrische Reihen flbertragenen Integrale zu- 
sammen, 90 haben wir sechs Klassen, von denen jede vier gleichbedeutende 
Lösungen enthält: 
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Classe I. 



1) Fiayß,Y>^\ 

3) (l-:PrF(«,J'-/5,y,^), 

4) (l-a:)-'»F(/9,y-«,y,^> 



J7- 

Classe IL 



1) x-«F(«,«+l-y,«+/?+l-y, ^), 

3) F(a,/9,c+/9-fl-y,l-ar), 

Classe lU. 

1) x-Fra,«+l-y,a+l-^,i-), 

2) *^''(l-ar)''-«->»F(l-/9,y~/9,«+l-/9,^), 

3) (l-x)-F(«,y-Aa+l-Ä^), 

4) x»-y(l-ar)''— »F(a+l-y,l~/9,a+l~/?,l> 

Classe IV. 
1) ar-'F(/9,/9+l~y,/94-l- «,!.), 

3) (l-a?)-''F(/?,y-a,/9+l-«,^), 

4) x»-r(l-*ri»-»F(/S+l-y,l-«,/J+l-«,l). 

Classe y. 
1) a?'-yF(«+l-y,/9+l-y,2-y,ar), 
2). a:»-r(l-a?r''-/»F(l-a,l-/9,2-y,x), 

3) x«-3'(l-x)>— »F(«-fl-y,l~/9,2-y,^), 

4) x«^(l-xr/^'F(/9+l-y,l_a,2-y,^). 



154 C. G. J. Jacobi, zur hypergeometrisehen Reihe. 

Classe YL 
1) a:-x(l-a:)y— '»F(7-a,l-a,7+l-«-/?,^), 

Diese 24 Reihen sind dieselben, welche Kummer im $. 8 seiner Arbeil 
Ober die hypergeometrisohe Reihe im 15**° Bande dieses Jonrnals aofgefflhrt 
hat, aber deren Bedeutung man an jener Stelle das Nähere findet. Die hier 
vorliegende Untersuchung giebt also das neue Resultat, dafs die bestimmten 
Integrale, die jenen Reihen gleich sind, sämmtlich durch Integration desselben 
Ausdrucks zwischen zweien der Grenzen 0, 1, ±oc, — erhalten werden. 

§. 2. 

Eine ganz andere Art von Beziehungen zwischen Integralen der 
Gleichung (1.) erhftlt man durch Verallgemeinerung der Untersuchungen, 
welche Gaufs in seiner Arbeit Aber mechanische Quadraturen fflhrt. Es tritt 
dort (art.8) eine Function T vom n-f-l**" Grade auf, deren Zusammenhang 

Anlafs zur Auffindung des folgenden Satzes gab: 

u 

Ist y=:f(x) ein Integral der Differentialgleichung (1.), so wird: 

(2.) «=/ "-;;zr'' ^<'>*-/'^-/»* 

S ^ g 

ein Integral der Differentialgleichung 

(3.) :r(l-;r)V'+((^+l-y-.(2()+l-«-/9)ar)«'-((>-a)(p-/9>=0, 

wenn sowohl ff als A einen der Werthe 0, 1, ±oo bat, und 

ist. Man kann auch h^^x setzen ; alsdann mufs aber der Ausdruck in 
der Parenthese ffir t^=g verschwinden, und \ — if positiv sein. 

Um diesen Satz zu beweisen, kann man davon ausgehen, dafs f{t) 
der Differentialgleichung 

<(i-or(o+(y-(«+^+i)or(o = «W) 
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genflgt, welche mit p-^{\—tY^ß-r maltiplicirt, die Form annimmt 

Dies in das Integral auf der recliten Seile der Gleichung (2.) eingesetzt giebt 
nach einer theilweisen Integration: 

''P'' = L {t=^, l^r^J (jzi^^jFFi ^' 

nnd nach einer zweiten theilweisen Integration: 

'ß' = [,(i-o»K(r(o+^)X-pr^(^i^-»')Ao*. 

Wendet man nun die in der Anmerkung des §• 1 gegebene Transformation 
an, nach welcher, wenn w = — , u^V=^W gesetzt wird, 

ist, so findet man den oben aufgestellten Satz. 

Das in demselben enthaltene Ergebnifs Ififst sich in eine andere Form 
bringen, und zwar durch Vergleichung der beiden Lösungen F(a, ß, y, x) und 
a:»^y(l_a-)y— ^F(l — «,1 — ^,2— y,a?) der Gleichung (1.), welche in den 
Ausdrficken 1) der P" Classe und 2) der V" Classe gegeben sind. Da näm- 
lich jP(l — a, 1 — /?> 2 — y, a:) eine Lösung ^ von 

(l.a) a^(l_a?)e''4.(2-y + (3-a-/?)a?)S'-(l-a)(l-yJ)? = 

ist, so lafst sich das Resultat jener Vergleichung in der Art aussprechen, dafs 
eine Lösung ? von (1. fl) mulliplicirt mit a?*"y(l— a?)y-«-'' eine Lösung von 
(1.) giebt. Lfifst man an die Stelle von (1. a) die Gleichung (3.) treten, in- 
dem man a, ßy y nm \ — q vermehrt, so folgt mit HQlfe des obigen Satzes 
unmittelbar, dafs 

(4.) z = x^d-xrr-^/' "-''!^^ mi» 

g 

eine Lösung derjenigen Gleichung wird, in welche gleichzeitig (1.) flbergeht, 
d. h. von 
(5.) a-(l_x)Z''+(y4.1-p-(a4./9+3-2(>)x)Z'-(a+t-pX/9+t-p)Z^ 
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Setzt man hier ins Besondere Q=iy so wird (5.) mit (1.) identisch, 
und man erhält aus einem Integrale f(x) der Gleichung (1.) ein zweites: 

(6.) ^-ra-.r-'/' """-'r^ n')ä<. 

g 

§. 3, 
Die letzte Formel giebt ein besonders interessantes Resultat, wenn 
f{t) eine endliche Reihe, also eine solche hypergeometrische Reihe ist, deren 
erstes oder zweites Element eine negative ganze Zahl — n wird, lieber die 
Eigenschaften solcher endlichen Reihen soll in diesem und den folgenden 
Paragraphen bis §• 6 einschliefslich gehandelt werden. 

Differentiirt man die Gleichung (1.) 

^(l_;r)/' + (y_(a + /9+l)ar)/-a/3y = 
mehrere Male hintereinander nach x, so erhält man 

;r(l-ar)/" + (y+l-(a + /? + 3)x)/'-(«+l)(/3+l)/ = 

ar(l-ar)y" + (y+2-(a + /9+5)ar)/"-(a + 2)(/H2)v" = 

etc. etc. 

Das durch (it—1) malige Differentiation gewonnene Resultat wird durch Multi- 
plication mit 

a?y+1-^ ( 1 — ar)«+/'-y+''-» 

auf die Form gebracht 

wo 

Indem man diese Gleichung noch ferner (n-^l)mal differentiirt, erhält man 

und durch wiederholte Anwendung ergiebt sich hieraus fflr jedes ganze positive n 
die Gleichung: 

ä'isHX-sjrMy^'n _ «(« + !)...(« + „-l)./?.(/? + l)...(/9-f «-Düy, 

in welcher M denselben Werth wie oben bezeichnet. 

Ist nun }* eine bei der itten Potenz von x abbrechende hypergeometriscbe 
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Reihe, seiet man also ß>=—n, wfihrend a ond y beliebig bleiben, so wird 

r = F(— n, a, Y, x) 
and nach obiger Gleichung: 

oder, wenn man a^^-n fflr a setzt, 

(7.) F(- «, « 4- n, y, o;) = yty+l)...(y+«-l) ä^^^^ 

Dieser Ausdruck zeigt einerseits, dafs sich jede endliche hypergeome- 
triscbe Reihe in die elegante Form der rechten Seite von (7.) bringen Idfst, 
und giebt andrerseits dem häufig vorkommenden Differentialausdrucke der rech- 
ten Seite die entwickelte Form eines Productes, von Potenzen in eine ein- 
fache hypergeometrische Reihe. Für a = ^ = 1 erhält man 

ond setzt man x= ~^ 

2'».1.2...H df^ — ^ V-"' **+ ^^ ^' -2-;' 

also links die bekannte Function, welche durch Entwicklung von ' t 1 

nach Potenzen von A entsteht. Den Ausdruck derselben durch die Reihe auf 
der rechten Seite findet man bei Dirichlet (Bd. 17, S. 39 dieses Journals). 
Auf ahnliche Art erhält man eine Entwicklung des nten Differentialquotienten 
— ,^ — , welcher bekanntlich för ^ = cosy mit cosity zusammenhängt. 

§. 4. 

Es macht keine Schwierigkeit, die erzeugende Function der durch (7.) 
gegebenen Ausdrücke in derselben Art aufzufinden, wie es im zweiten Bande 
dieses Journals S.!^24 in dem schon §.3 erwähnten besonderen Falle ass^=l 
geschehen ist. Man kann sich dazu der Lagrange^chen Formel bedienen, 
nach der 

X^ridx^ ^^^^^ \ dx ^ i.2 dP reW" 

ist, wenn zwischen x und y die Gleichung: 

y—x = Afiy) 
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besteht, and hat aar 

SQ setzen. Macht man 

and wie oben 3xs=l— |, so erhält man 



(2A)«-»Vl— 2AS-fÄ'' 

„— ü 1.2...n 

Diese Formel, welche sieb nicht durch Einfachheit zu empfehlen schien, ist 
nicht weiter verfolgt worden, sondern zunächst nur ein besonderer Fall der- 
selben. 

§. 5. 
Man entwickle n&mlich mit Hälfe des binomischen Lehrsatzes 

nach aufsteigenden Potenzen von A. Setzt man die so entstehende Reihe 



= 2A^ r,, 

80 wird 

y _ a,,»r+.)...(2,+.-.) ^(_„3^^,jHd,^), 

wenn x und S wie im vorigen Paragraphen zusammenhangen, also auch 

^^ ^ ^ {2c+n)(2c+u + i) . . . (2c+2«— 1)/Iit dx^ 

§. 6. 
Nach den im §.4 mit X„ bezeichneten Ausdrücken läfst sich, wenig- 
stens so lange / und a-^-i — y positiv sind, eine Function g>(^x) nur auf ehie 

Art entwickeln, so dafs also, wenn man (p{x)^=^2 a^X^ setzt, die Constanten 

a vollständig bestimmt sind. Man hat zum Beweise dieses Salzes nur zu 
zeigen, dafs 

J.,n =^f'X^X^xr-\l-xf-rdx 

u 

verschwindet, sobald die ganzen Zahlen m und n von einander verschieden 
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sind. Es genOgt aber X^ der Differentialgleichang 

so dafs 

U 

also gleich — m(iii-f «)J«,n wird, woraus man schliefst, dafs •/«„ verschwin- 
det. Ist m = n^ so läfst sich der Werth dieser Constanten leicht angeben, 
da offenbar 

ist, ferner 

{n-\){n^a^\)f'XlXlxr{\-xr^''yix ^^f^X'^X^xr^'i! ^x^^^-räx 

eic« , 
90 dars man für J,,, den Werth 

erbilt 

Fflr ein zweites Integral der Differentialgleichung, deren erstes X^ 
ist, erhClt man durch die Formel (6.) des §. 2 den Werth 

ort-r (1 _ xy-^f ^"^'llZ!^^"' F(- II, a+ n, y, t)dt, 
g . 
welcher fflr a=^Y=^\ in den am Anfange des §.2 erwähnten Qbergeht, 
wenn man n-fl fOr n, und ^ = 0, A>=1 setzt. 

Nach $.3 kann der obige Werth auch durch 

ersetzt werden, also auch, wenn die Werlhe y, a eine Integration durch 
Theile gestatten, durch 

21* 
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Die Differentialgleichung ist dann dorch 

vollständig integrirt, wenn a nnd b wtllkflrliche Constanten bezeichnen. 

§. a 

/i xdt 



fär die Kettenbrnchentwicklong der logarithmischen Reihe gefunden hat, lassen 
sich durch Vergleichung von X^ und Z„ auf die besondere hypergeometrische 
Reihe F{a, 1, y, x) fibertragen. Man erhält auf diesem Wege fast ohne 
Rechnung die Resultate Ober die Werthe der Nfiherungsbrflehe von Ketten- 
brflehen , die zuerst durch Auflösung linearer Gleichungen gefunden worden 
sind (Bd. 32, S. 208, so wie Bd. 34, S. 297 dieses Journals). 

Es seien a-fl — y und y positiv, ferner ar>>l; bezeichnet man den 
Werth von X. fOr x=^t mit T. und setzt 



-FF« ^f'tr-^X-ty-rl^Z^dt, 



so dafs fF„ eine ganze Function (n— ly Grades von x ist, so hat man 
offenbar die Gleichung 

und hieraus 9 wenn man mit a und b leicht zu berechnende Constanten be- 
zeichnet, 

Das mit b mutliplicirte Integral, nach absteigenden Potenzen von x entwickelt, 
fängt mit o?"""** an (der Grad ist — (n-fl)): wir haben also eine Function 

n**** Grades Jf« , die, mit F{y,\^a-\-\^—j multiplicirt, eine ganzre Function 

xWn und einen Rest vom — n^^'' Grade giebt. Seil der Arbeit von Gaufs Ober 
mechanische Quadraturen ist es bekannt, wie diese Eigenschaft der X^ es 
möglich macht, sofort die Nenner der Näherungsbrfiche des Kettenbrucbes fflr 

'\«>1^y^— }i wie er sich aus der Abhandlung von Gaufs Ober die hyper- 
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geometrische Reibe (art.13) ergiebt, nämlich nach der dortigen Bezeichnung von 

X 

X — a 



X — c 



i — elc, 

anzugeben. Der Nenner des 2$^^^"" Nfiheraugswerthes 03» ist nämlich von der 
Form 

der des (2ii-(-iy*" 

wenn wir x als den ersten^ x-^a als den zweiten zählen. Ferner mnfs 
QiH oder (?2„+i, mit F(a, 1,y,— ) maltiplicirl , gleich einer ganzen Function 
Yon X vermehrt um einen Rest vom Grade — n sein. Es können sich daher 
Qim und (?2i,+i nur durch constante Factoren von F{—njy'\'n^ißa,x) und 
xjP(— ii,y-|-it, a^t,a?) unterscheiden; bestimmt man diese gehörig, nämlicb 
80, dafs die höchste Potenz von x die Einheit zum Factor erhält, so entsteht 

(?''•= a:"F(— n/l — « — 11,2 — y — 2ii, -j), 

Haben ;^ und o-f-l — ;^ andere Zeichen, so kann sich an den Resultaten offen- 
bar nichts ändern. 

$. 9. 
Wir gehen nun s« der letzten Untersuchung Aber, nämlich zur Beant- 
wortung der Frage, ob es fflr jeden endlichen Werlb der Elemente möglieh 
ist, die Differentialgleichung (1.) durch einfache bestimmte Integrale vollständig 
zu integriren. Dafs die sechs bestimmten Integrale des §• 1 nicht zugleich 
gelten, sieht man ohne weiteres ein; indem ich nun nicht nur, wie froher, 

F = ufi-^l — u)y-f^-\i — xu)-^, 
sondern auch 

setze, sollen in der folgenden Tabelle die Fälle angegeben werden, in denen 
Jydu oiier fW du eine Lösung von (t.) verschafft.. Es ist dabei nach den 
Vorzeichen von a, ß, y—a, y — ß eingetheill und, um die Anzahl der Fälle 
zu beschränken, angenommen worden, dafs /3 — a nicht negativ ist 
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Dd sowohl far den Fall, dafs ^>>1 als auch far den, dafs x<Cl^ zwei 
verschiedene Lösungen angegeben werden müssen, so erkennt man in der 
Tabelle leicht, wann noch Lösungen zu suchen sind. 



C. G. J. Jacobiß zur kypergeameirUehen Reihe. 163 

S. 10. 
Um solche aufzufinden, kann man sich des in $. 2 aufgestellten Salzes 
bedienen. Dieser giebt nämlich die Beziehungen zwischen den Differential- 
gleichungen zweier hypergeomelrischen Reihen, deren Elemente a, ß, y und 
(> — a, if — ß, e + *~7 ^^^^^ *^®o wende ihn an, indem man an die Stelle 
von a, /?, y respeclive (> — «, Q — ß, p+l— / setzt, $o dafs zugleich if—a, 
9 — ß, p-fl— y respective in 

?-((>-«) = «, 9-L9—ß)^ßy (>+i— (e+1— y) = y 

fibergehen. Nimmt man nun q so, dafs (f — a gleich einer negativen ganzen 
Zahl — n wird, so ist ein Integral der ersten Differentialgleichung eine end- 
liche Reihe 

F{—n,a — ß — n,a-\-\ — y—n,x) = /"(a:); 
die zweite Differentialgleichung ist jetzt die Differentialgleichung (1.) selbst, 
nach (2.) findet man also ein Integral von (1.) durch die Formel: 



=/ 



g ■ 



fit) dt 



oder mit Benatzang der in $. 3 gegebenen Umformnng darch die Formd: 

(9.) Z =/' ^•|.-M.-.)>->-| (,_,y-^, 

vorausgesetzt, dafs bei constantem ff und h 

ist, und dafs, wenn h^=x, der Ausdruck in der Parenthese fdr /==^ ver- 
schwindet und n-}-l — a positiv ist. 

Dieses Resultat Ififst sich fibrigens leicht verificiren, und ähnliche lassen 
sich eben so leicht auffinden, wenn man erwägt, dafs nach Integration durch 
Theile auf der rechten Seite unter dem Integrale 

übrig bleibt, wenn diese Operation erlaubt ist. Dieser Ausdruck, zwischen 
g und h integrjr^t, ist aber eine Lösung von (1.); sind z. B. g und h gleich 
und 1 , so giebt die Integration eine Lösung der dritten Klasse. Man 
schliefst hieraus unmittelbar, dafs auch, wenn die Integration durch Theile 
nicht gestattet ist, Z eine Lösung von (1.) ist, wenn nur das Integral einen 
Werth hat. 
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§.11. 
Wir können nun die Tafel des $. 9 vervollständigen. 

1) Im ersten Falle fehlen zwei Integrale, wenn dr>>l; man kann 
offenbar folgende hinzofflgen: 

X 

wenn n so grofs genommen wird, dafs respeclive it-j-l — /9 oder n-|-l — « 
positiv ist. Dorf n = genommen werden, so sind diese Integrale respective 
von der IH*^" nnd IV^" Klasse. 

Ist a?<!l, so fehlt ein Integral, welches man jedenfalls =(1— ar)~^5 
setzen kann, wo t der Differentialgleichnng (1.) genügt, wenn man in ihr 
a, ß, y, X mit ß, y — a, ß\\ — a^ - — - vertauscht. Man vergl Form 3) 
der IV^ Classe. Hieraus folgt, dafs als fehlendes Integral 

betrachtet werden kann, wenn a\n\\ — y positiv ist. Für ii = erhält 
man ein Integral IP' Classe. 

2) Im 4**"" Falle, wenn x>>l, kann offenbar 

X 

mit der Bedingung, dafs it-f 1— /? positiv ist, als Lösung genommen werden. 
Ist x<;l, so mache man mit Beachtung der Form 1) der IP" Classe das 
fehlende Integral =0?''''^^ ^o C der Differentialgleichung genügt, in welche 
(!,) übergeht, wenn für a, ß, y, x resp. a, a-fl — y^ « + /5+1— y> ''^~ 
gesetzt wird. Dadurch erhält man als Lösung 

y— 1 

X 

mit der Bedingung, dafs it-j-l — et positiv sein mufs. Für ii=0 erhält man 
Integrale der IIF*" und V**" Classe. 
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3) Im fOnflen Falle mufs man ein Integral suchen, wenn x>l. 
MH Berflcksicbtigung des 4**'* Integrals P*' Classe setze man ar = (l— ä*)""^^, 
und vertaasche Shnllcb wie oben a^ß^y^x mit y--«^/?^y>— 337-5 so findet man 

X 
JC— 1 

mit der Bedingung, dafs n-fl— /? positiv sei. Ist x<i\^ so erhdlt man swei 
Integrale 



JC-l 



'-y ^i'^;/.-"-' o-Tr'^'^' 

resp. mit den Bedingongen, dafa n-fl — /? and Y-\-n—ß positiv sein nflssen. 
FOr n<=0 verwandeln sich die Integralie in «olcbe der Vr*"; Vr*" ond 
r" Classe. 

4) Im 7«» Falle findet man für ar>l 

und fOr ;r<Cl 



jr— l 



resp. mit den Bedingungen, dafs n-f-/? imd n-f ^ positiv sein mOssen. Für 
ii==0 entsteben Integrale der IV*^ und T*" Classe. 
6) Im 9*" Falle erbilt man für a? > 1 

und 

endlich für x<i\ 



1— JC 



Die Bedingungen sind resp., dafs Y'\-^—ß, ^-f ^~*^ "'^^ ^"^^ positiv sein 
mOssen; för it = entstehen Integrale der III**", IV*'" und II'*** Classe. 
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Einige Sfttze über die Tangenten algebraischer 

Curven. 

(Von Herrn Joh. Nik. Bischoff zo Hünchen.) 



hds sei 

(1.) Obar^-f aia?'^*-fii2X"^^-|-... + a^ = 0. 

Soll von den Wurzeln Oi, ctj, ... a^^ a^ ... a^ dieser Gleichung wenigstens 
eine entgegengesetzt gleich einer andern sein, so hat man ab Bedingung 
dafflr: 

^(«£+«*) = a 

Dieses Product von ^ g"" ^ Factoren aber läfst sich als symmetrische Function 

der Wurzeln durch eine rationale ganze Function von ^, &• . • • — dar- 
stellen, so dafs: 

wo (p eine homogene Function p^^' Dimension von ob, üi^ ... a^ bedeutet. 

Diese Dimension p bestimmt man nach einer Art, die JacoH bei 
einer Ähnlichen Aufgabe (Bd. 40, S. 243 dieses Journals) angewendet hat 
Man hat nfimlich zu gleicher Zeit: 

= <.(^y"\iT(a,+«t) 

Nun sind q>{a^, a^-i, ••• ^o) und 9(ab, a^, ... a^) beide rationale ganze homo- 
gene Functionen von Ho, ai, ... a^, die, wie leicht zu sehen, weder durch 
ün noch durch Hq theilbar sein können, folglich hat man : 

p = m—i. 

Die Bedingungsgleichung zwischen den Coefficienten einer Gleichung m'^ 
Grades, welcher zwei entgegengesetzt gleiche Wurzeln zukommen sollen, steigt 
also auf die (m— l/"" Dimension. 
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Sind die Coefficienten Oq^ Hi, ... a^ Fanctionen der Yerfliiderlichen 
y, z . . .^ rflcksichülch welcher sie beziebongsweise bis zu den Ordnungen 
^0)^1) •••Sfm steigen, so wird (p eine Function derselben Verfinderlicben. 
Die Ordnung, bis zu welcher (p in y, z . . . steigt, und welche im Allge- 
meinen mit dem Grade von y(öü'^% «i'^*^ ••• ^'m'^'") in Beziehung auf t zu- 
sammenfdllt, läfst sich, wenn ff^^ g^^ ... g^ eine arithmetische Reihe bilden, 
nach einem ebenfalls von Jacobi am angefahrten Ort gebrauchten Verfahren 
leicht bestimmen. 

Ist nämlich d der Unterschied der arithmetischen Reihe ^09 ^19 • *• gm* 
so dafs 

dann hat man 

Aber die Warzel der Gleichang 

ist ttit', folgliob ist 

yCob, aj^ a^t'\ . . . «„/"'') = «r'/7(«../''+ «,/") = fl„-»l»"''(— ')/r(«.-f. «^ 

= <♦""'<"-' V (ob, «1,. ..««), 
mithin 

Die Bedingungsgleichung 9(^09 ^19 ••• = steigt also in y, z .,. auf 
die ^(m— l)(^o+^mr Ordnung. 

Durch ähnliche Betrachtungen kommt man zu dem Ergebnifs: 

Soll der Gleichung (1.) immer unter der Voraussetzung, dafs Oo, «i, . .. a^ 

Functionen von ys z ... beziehungsweise von den Graden ^09 ^19 •/• g^ 

seien, wenigstens eine Wurzel zukommen, welche gleich der Hälfte einer 

andern Wurzel sei , so steigt die Bedingungsgleichung in y, z . .. auf die 

Ordnung: 

(m-i){2go+md), 

wenn ^09 ^i 9 • • • Sfm eine arithmetische Reihe mit dem Unterschied d bilden. 

Soll von den Wurzeln der Gleichung (1.) wenigstens eine das arith- 
metische Mittel zweier andern Wurzeln sein, so erhält man als Bedingung dafür: 

22* 
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= «^.77{(«,-|(ai-l-«^))(«i-i(«.-faJ)(a^-.i(«,;faO)}=0, 

wo 4» wiederam eine homogene Function p*" Ordnung beceichnet, und wo 
das Product rechts aus ^m(tn — l)(m — 2) Factoren besteht. 
Da nun: 

== ^4(«-l)(m-2) ^^(m-l)(m-2)x 

ist, unter ^Feine homogene Fanclion q^*' Ordnung verstanden, un^ da weder 
^ noch V durch Oq oder a^ tbeilbar sein können, so folgt 

Die Bedingungsgleicbung dafflr, dafs von den Wurzeln einer Gleichung m*** 
Grades (1.) wenigstens eine das arithmetische Mittel zweier andern sei, steigt 
also hinsichtlich der Coefficienten von (1.) auf die }(m — l)(m — 3)^ Dimension. 

Sind die Coefßcienten a^^ ai, ... a^ wiederum Functionen neuer 
Veränderlichen y, z ... beziehungsweise von den Graden ^09^19 ••*ffmß 
die eine arithmetische Reihe mit dem Anfangsglied ^o ^nd dem Unterschied d 
bilden, so erhält man auf dem oben eingeschlagenen Wege für diä Ordnung 
der Bedingungsgleichung 4^ = in Beziehung auf y^ « ••• den Werth: 

i(m-t)(iii-2){3yo+mrf}. 
Es sei nun 

f(x,y,s) r= ^^(x,y)+^/;.|(a?,3r)+^y«.,(a?,y)+... = 
die Gleichung einer Curve m^*' Ordnung, wobei s eine willkflrliche Constante 
oder die Einheit und fm{p^>y)y fm^i^^^y) etc. homogene Functionen m^^ 
(m— ly*" etc. Grades bedeuten. 

Fflr die Tangente im Punkt {x^^y^) der Curve hat man: 

df 
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and fOr die m — 2 übrigen Schnittpunkte dieser Tangente und der Curve: 

wo nach aasgefflhrter Operation Xi and yi an die Stelle von x and y zn 
setzen sind. 
Da 

da 

ist, 80 folgt, wenn ß = ^-^ gesetzt wird : 
Macht man ferner: 

y-\-ß = v> 
yi+ß =* Vi, 

so gebt (a.,^ + (r, + /J)^)''.Aa?,y,») aber in: 

Berflcksichtigt man von f{x,y,s) nur die Glieder von den beiden Iiöehsten 
Dimensionen, beaciitet man ferner, dafs nacli den aasgefflbrten Operationen 
Xi und rii an die Stelle von x und 17 zu setzen sind, und wählt man endlich 
f&r (^19 yi) einen der unendlich entfernten Punkte der gegebenen Curve, so 
verwandelt sich die rechte Seite der vorangehenden Gleichung zunächst in: 

Indem man unter Vernachlflssigang der Ausdrflcke in j?i, y^, welche die 
(m—iy* Ordnung nicht erreichen, fflr 171 wieder yi einführt und fflr ß seinen 
Werth, der sich jetzt in - ^CT"! l zusammenzieht, so ergiebt sich schliefs- 
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lieb, dafs die Curve, deren Gleichung 

\dy, dx dx, dy ! /^^^y^^^ " ^ 
ist, mit der gegebenen Curve die m Asymptoten gemein hat^ also aach der 
Grad von: 

(JL.J. JL.±X fix V s^ 

\dy, dx dx, dy) ri^^y^'^ 

vermittelst der Gleichung f(x, y,8)=:0 um zwei Einheiten erniedrigt werden 
kann, wie bereits Jacobi (Bd. 40, S. 255 dieses Journals) auf anderem Wege 
bewiesen bat. Da nun der obige Ausdruck, welcher den Coefficienten von 

— r-u7^""^in Gleichung (2.) bildet, auf die Ordnung fi{m—\)'\-m — fi steigt, 

wenn die Gleichung /*=0 nicht besteht, so wird in dem hier betrachteten 
Fall, wo f^=^ ist, seine Ordnung, die wieder mit g.^^, bezeichnet werde, um 
zwei Einheiten niedriger, so dafs y^.^=/tt(m— 1)-}-»»— A^— 2=(iM4-l)(iw— 2) 
oder, was dasselbe ist, ^,= (rii — 2)(iw — i-f 1% d=— (m — 2). 

Sollen nun der Gleichung (2.) zwei entgegengesetzt gleiche Wurzeln %d 
zukommen, so steigt die Bedingungsgleichung zwischen Xi und yi auf die 
Ordnung 

i(»»- 3) (^0+^.^-2) = i(iii-2)(m-3)(«i + 4). 
Eine Curve m'*' Ordnung läfst daher iwi(m — 2)(wi-7<3)(m-j-4) solche Tan- 
genten zu, deren BerQhrpunkt in der Mitte zwischen zwei andern Schnittpunk- 
ten der Tangente liegt. Diese BerQhrpunkte liegen zugleich noch in einer 
Curve: i^(iw — 2}(m — 3)(iii-f 4)*"' Ordnung. Für eine Curve 4*'' Ordnung 
ist daher die Anzahl dieser Tangenten: 32, und die Gleichung der Curve 
8^^' Ordnung, welche ihre BerQhrpunkte enthält, wird folgende: 



r d d \ 



«i.n 


"l,»» 


"»,1» 


«1,5» 


«3.1» 


«J,a» 



0, 



WO ii2 = -^, Ui=^'J- und die Determinante, an welcher operirt wird, die 
Hesse'sche ist. 

Soll von den ' Wurzeln w der Gleichung (2.) eine die Hfilfte einer 
andern Wurzel sein, so steigt die entsprechende Bedingung auf den Grad: 

(i/i-3)(2yo+(^/»-2)<) = (in-3){i^o+^«-2} = (»n-2)(m-3)(m+4) 
hinsichtlich j?!, y^. 
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Folglich hat eine Corve m**' Ordnung iw(iii — 2)(m — 3)(iii-f 4} solche 
Tangenten, von deren fn — 2 flbrigen Schnittpankten mit der Curve einer in 
der Mitte zwischen dem Berfihrpunkt und einem andern Schnittpunkt liegt. 
Die Berflhrpunkle dieser Tangenten gehören zugleich noch einer Curve 
(m — 2)(iii — 3)(m+4)**' Ordnung an. 

Fflr eine Curve 4^' Ordnung wird also die Anzahl dieser Tangenten: 
64, und ihre BerOhrpunkte liegen zugleich auf einer Curve 16^""' Ordnung. 

Soll von den Wurzeln w der Gleichung (2.) eine das arithmetische 
Mittel zweier andern sein, so steigt die Bedingungsgleichung zwischen Xi und 
Yi auf den Grad: 
i(m-3)(m-4){3yo+(m-2)rf}===i(m-3)(m-4){3(m-2)(iii+l)-(w-2)^} 

= i («» - 2) (m — 3) (m — 4) (2m+ 5). 
Eine Curve m*** Ordnung Iflfst demnach im(m — 2) (»1 — 3) (m — 4) (2m -|- 5) 
solche Tangenten zu, von deren (m— 2) flbrigen Schnittpunkten mit der Curve 
einer in der Mitte zwischen zwei andern liegt. Die Berflhrpunkte dieser 
Tangenten liegen zugleich noch in einer Curve |(m— 2)(m— 3Xi»— 4)(2m-f5y*' 
Ordnung. Einer Curve 5**' Ordnung gehören also 225 solche Tangenten an, 
und ihre Berflhrpunkte liegen zugleich in einer Curve 45'*" Ordnung. 

Fflr eine Curve in*''' Ordnung ist die Anzahl derjenigen Tangenten, 
die entweder ihren Berflhrpunkt in der Mitte zwischen zwei andern Schnitt-* 
punkten haben oder von deren m— 2 flbrigen Schnittpunkten einer in der Mitte 
zwischen zwei andern liegt: 

im(m — 2)(iii — 3)(jii + 4)-{-im(m — 2)(m — 3)(m — 4)(2m-|-5) 
= m(in— 2)(m — 3)(m' — m — 8). 
(Man vergleiche hiermit Bd. 47, S.99 und 100 dieses Journals oder LtoutilUs 
Journal Bd. 18, S. 349 und 350.) 

Es sei 

fit (m -4- 3^ 

die Gleichung einer Curve wi**' Ordnung, die durch — ^ ^ ■ — 1 gegebene 
Punkte geht. 

Soll diese Curve eine andre n^' Ordnung /*=/n+*/i-i + -'- = be- 
rflhren, so kann man die Bedingung hierfflr einfach schreiben: 



172 



Bisehoff j über algeirauehe Curve». 



ds ' ds 



"^ = 0. 



d(p 
und 



dx 

IL 

M. 

d$ 



= 0, 



Man erbilt also znr Beslimmnng des BerOhrpanktes die beides Gleicbnngen : 

d(p dqf Bf 

Biff 
By ♦ 

Bqf 

TOD welchen die erste auf den (n-{-2iii — Sy**" Grad hinsichtlich x^ y steigt 
Es giebt daher n(n-f 2m — 3) Carven m^' Ordnung, die darch dienftmlichen 
^^^^ ' ^1 gegebenen Punkte gehen nnd eine gegebene Cur?e n^*' Ordnung 

berühren. 

Liegt von den gegebenen Punkten einer^ welcher mit p bezeichnet 
werde, auf der Gurre n*^' Ordnung, und schliefst man die in p berflhrende 
Gurye aus, so verringert sich die oben angegebne Anzahl von Auflösungen 
um zwei Einheiten und das Gleiche findet statt, so oft ein neuer gegebener 
Punkt in die Curve n^*" Ordnung tritt. 

Soll eine Curve m^^* Ordnung eine andre gegebene Curve n^^^ Ordnung 
berflhren, so steigt die Bedingungsgleichung hinsichtlich der Coefficienten der 
ersteren Curve auf die n(ii-f 2m — 3)** Dimension. 

Soll eine Curve m**' Ordnung durch ^^^'^ — ^ gegebene Punkte 
geben und fi gegebene Curven der n**"^ p^^, q^" etc. Ordnung je einfach be- 
rflhren, so ist die Anzahl der Auflösungen: 

n;iy...(n4-2m— 3)(/i + 2m — 3)(y+2m — 3).... 
Die Anzahl der Kegelschnitte, die fflnf gegebene Kegelschnitte berflhren, ist: 

6* = 7776. 

Die Anzahl der Curven m^^ Ordnung, die durch die nämlichen 

m(m+3) 



Biichoff, über algebraische Curven. 173 

gegebenen Pnnkte gehen und fi gegebene Gerade berflhren, ist: 

2f(m—iy. 

Sollen 2 Curven m*^' und n^*' Ordnung sich berühren, so steigt die Bedin- 
gungsgleichnng zwischen den Coefficienten ihrer Gleichungen höchstens auf 
die Dimension: 

2iiiii + (öl -f- n) (in -f n — 3). 
Es sei 

die Gleichung einer Curve m^' Ordnung , die durch — ^ ^ ' —2 gegebene 
Punkte geht. 

Soll diese Curve eine andre gegebene n*''' Ordnung 

dreipnnktig berfihren, und beifsen Xi^ y^ die Coordinaten des Berflhrpunktes, 
so hat man als Bedingungen: 






dy^ dx ÖJTi dy 

WO nach ausgeführter Operation Xi und yi an die Stelle von x und y zu 
setien sind. 
Da 

so kann man, wenn /3= g^ gesetzt wird, die letzte der obigen Bedin- 
gnngen auch schreiben: 

Setzt man ferner y-|'/^=:i7, )r^-|-/9s=si7j, nnd berflcksichtigt nur die Glieder von 
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den beiden höchsten Dimensionen hinsichtlich x and y, so folgt: 



= t^» "If + ''• wl*' f ^" ^^' *^^ + ^*''"' ^^' ''^ + '*^" ^^' ''^ + '^- ^*' ''^ 



+9^,+x»;..+w:-.+vA-.-/s(-^+i^+,.^+.-f-)|, 

WO nach ausgefflhrter Operation Xi und 171 an die Stelle von x nnd tj zu 
setzen sind. 

Wählt man nun ffir Xi^ yg einen der unendlich entfernten Punkte der 
Curve f= 0) so geht die rechte Seite der vorigen Gleichung Ober in : 

m (m ~ 1 ) . (y^ {X, , Ti,) + X(p'„, {X, , lyO + /^m C^i ^ VJ) 
+ (m — 1 ) (m — 2) • [y ^.1 (a?i , i?i) + Ay ;„.! (a?i , 774) + /iy'j;.! (a?i , ^^^ 



■/»(■ 



öy« , , 09C 



^ Bit 



)! 



Ö7, » öjy. 

und hieraus folgt, dafs, wenn man l und fi so bestimmt, dafs die Curve /*= 
von der Curve q>'\-X<p''\'iLi(p" = in einem ihrer unendlich entfernten Punkte 
berflhrt wird, dann auch die obigen fönf Bedingungen zugleich erfflilt werden. 
Daher mufs sich der Grad der Gleichung: 

dfp dqf d^ df 

dfp dtff dqf^ df 

dy, ' dy, ' dy, ' dy, 

dfp dfff df^ jf_ 

ds ^ ds ' ds ^ ds 



«1 



*19 



•29 



W 



= 0, 



die mil f=zO verbunden die Berfihrpunkte liefert, vermittelst der Gleichung 
der gegebenen Curve um zwei Einheiten erniedrigen lassen nnd kann also nur 
der 3(m+ii — Sy sein. 

Die Anzahl der Curven m*^" Ordnung, die durch die nämlichen 
mim+3) _2 gegebenen Punkte gehen und eine gegebene Curve n*''' Ordnung 
dreipunktig berflhren, ist demnach: 

3n(n+m— 3), 
uofl durch ihre Berflhrpunkte läfst sich auch eine Curve 8(ii-f-m — 8)^ Ord- 
oting legen. 
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Die Ansahl der Wendepankte einer Corve n^^ Ordnung ist Zn{n—2]^ 
und es liegen dieselben zugleich in einer Curve 3(ii — 2)^ Ordnung. Liegt 
Ton den gegebenen Punkten einer, etwa p, in der gegebenen Curve n^' 
Ordnung, so verringert sieb die obige AnzabI der Auflösungen um zwei Ein- 
heiten, und das Gleiche findet statt, so oft ein neuer gegebener Punkt in die 
gegebene Curve tritt. 

Es giebt 3n(ii—l) Kegelschnitte, die durch 3 gegebene Punkte geben 
und eine Curve n^''^ Ordnung berflbren u. s. w. 

Es seien wieder 

(n.) y + Aiy' + i^iy" = 0, 
(Ä.) r = 

die Gleichungen zweier Curven m^*' und n^ Ordnung, wobei li, fii irgend 
zwei Constanten bedeuten. 

Denkt man sich die Werthsysteme {d?i,yi).. .(jr,„„,y,„„) der Coor- 
dinaten der mit Schnittpunkte beider Curven nach einander in die Gleichung 

eingeführt und betrachtet it^ ^ als die Coordinaten irgend eines Punktes, so 
stellt (c.) ein System von mn Geraden vor, die sfimmtlich durch den näm- 
lichen Punkt (Ai,iUji) gehen. Legt man also in (a.) den Xi und fix alle mög- 
lichen Werthe bei und fahrt die jedesmal sich ergebenden Werthsysteme der 
Coordinaten der Schnittpunkte von (n.) und (6.) in (c.) ein, so wird die 
ganze Ebene derart mit Geraden (c.) bedeckt, dafs durch Jeden beliebigen 
Punkt (ilx,iai) derselben mn und nur mn Gerade gehen. Folglich werden 
alle diese Geraden von einer Curve mit**' Classe umhüllt. Wenn dieGröfsen 
Ix und fii so beschaffen sind, dafs von den mn Schnittpunkten der (n.) und 
(6.) zwei zusammenfallen, dann ffillt auch von den mit Geraden, die durch 
den Punkt (Ai , // J gehen , ein Paar in einander, folglich wird nun der Punkt 
(^i9i^i) ein Punkt der umhüllenden Curve mn^^^ Klasse. Die Bedingungs- 
gleichung zwischen Xi und fi^ dafür, dafs zwei von den mn Schnittpunkten 
der Curven (n.) und (6.) zusammenfallen, steigt aber nach dem Früheren auf 
den n(it-f 2m — 3/^'' Grad. Daher ist die umhüllende Curve mn^""^ Klasse 
von der n(ii-f-2m — 3)**" Ordnung. 

Nun entspricht ferner jedem System JLi, /ii, für welches aufser einem 
Paar von den Schnittpunkten der (a.) und (6.) noch ein zweites Paar in 
einander ffillt, ein Doppelpunkt (Jti, ^J, und jedem System A^, fi^^ für welches 

23» 
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drei von den Schnittpunkten der (a.) und (6.) sich vereinigen, ein Rflckkehr- 
pnnkt (li 9 /LLi) der amhaUlen Cnrve. Die Anzahl der Rflckkehrpunkte ist aber 
nach dem Vorangehenden: 3n(ii-{-m — 3), folglich, wenn d die Anzahl der 
Doppelpunkte bedeutet, 

ii^(n-|-2r/i — 3)' — n(»-f2»i — 3) = nm-f-2rf+9ii(ii + m — 3) 
oder 

d = ifi'(ii4-2iii— 3)*— n(5n-f 6111-15), 

und ebenso grofs ist die Anzahl der Curven m**' Ordnung, die durch ^^^^t-^ — 2 
gegebene Punkte gehen und eine gegebene Cnrve n^"^ Ordnung doppell berQhren 
Die Anzahl der Doppeltangenten einer Curve n^" Ordnung ergiebt sich 
hieraus als: 

in\n—lf^nibn—9) = in(ii-2)(ii^ — 9), 
wie bekannt. 

Die Anzahl der Kegelschnitte, die durch 3 gegebene Punkte gehen und 
eine Curve n^^' Ordnung doppelt berühren, wird: 

^n\n^iy — n{bn — 3) = in(»^ + 2n^ — 9ii+6), 

flbereinstimmend mit der von Steiner gegebenen Anzahl (S. Bd. 49 dieses 
Journals, S.273). 

Liegt von den gegebenen Punkten einer, etwa p, in der gegebenen 
Curve, so giebt es {n(n-f-2m — 3) — 4} Curven m*""^ Ordnung, die in p selbst 
berühren. Schliefst man diese letzteren Curven aus, so verringert sich die 
angegebene Anzahl von Auflösungen um 2n(n'f2m — 3) — 8 u. s.w. 

Ist eine räumliche Curve mit*'"' Ordnung (Durchschnitt zweier Flächen 
m^" und n^^' Ordnung) gegeben, und soll (a.) eine Fläche p^^ Ordnung, die 

durch iE±l)k±BlE±R^2 feste Punkte geht, jene Curve einfach berühren 

oder soll eine Fläche p'^' Ordnung, die durch (P+<)(P+2)(y+3) _g ^^^^^ 

Punkte geht, jene Curve (6.) dreipunktig oder (<^.) doppelt berühren, so findet 
man auf eine dem Vorangehenden ähnliche Art, dafs die Anzahl der Auf- 
lösungen im Falle (a.): 

mit(m-}-n-}-2/9 — 4) 
im Falle ib.^: 

3wii(m-f-ii-|-/> — 4) 
im Falle (c.^: 

lm'ii'(f/i4-»-j-2/i— 4)*— mii(5m-f-5ii4-6/i — 20) 
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is(. Hieraas folgt, dafs die abwickelbare Fläche W, welche zur Rflckkehr- 
cQrve die gegebene Curve hat, von der Klasse 3»in(m 4-^ — 3) ist, und dafs 
durch jeden Punkt des Raumes iiii^n*(iii4-w — 2)* — mii(5m-f 5n— 14) 
DoppelberQhrebenen jener Curve gehen. 

Diese besonderen' Resultate ergeben sich auch durch folgende Be- 
trachtung. Wählt man einen beliebigen Punkt jS^ im Raum als Scheitel einer 
KegelflSche, die durch jene Curve mit^*' Ordnung geht, so kommen dieser 
Kegelfläche mn^^^ Ordnung im Allgemeinen ^^y^~ f\^~ ) Doppelseitenlinien 
zu, folglich wird die Klasse derselben mn(»i4-ii — 2), die Anzahl ihrer 
Wendnngsberahrebenen : 3imii (m -{- n — 3) und ihrer Doppelberflhrebenen: 
|m^ii*(m-}-w — 2)^ — mri (5m -fön— 14). Man schliefst hieraus sogleich, 
dafs die abwickelbare Fläche W von der Ordnung mn{m-\'n — 2) ist, 
2»iit(3m-}-3n— 10) WendungsberOhrebenen und eine Doppeltinie von der 
Ordnung i»iii(fii-|-ii — 2){iiiii(iii-|-w — 2) — 4} hat, durch welche also auch 
eine Fläche i{»in(fii-{-n — 2) — 4}**' Ordnung gelegt werden kann. Femer: 

Die zweien Flächen m^*"^ und n*^' Ordnung gemeinschaftlich umschriebene 
abwickelbare Fläche ist von der Ordnung: 

iiiii(m—l)!(n—l)^{m(m—l)^4-ii(n— 1)^—2}, von der Klasse: 

wiii(m— l)*(n— 1)\ hat eine Rflckkehrcurve von der Ordnung: 

Zmn{m — \)\n—\f{m{fn—\f^n{n—\f — Z} 

und eine Doppellinie von der Ordnung: 

Sie berflhrt die erste Fliehe längs einer Curve von derOrdnungiiiit(m— l)(it— 1)% 
die zweite längs einer Curve von der Ordnung: mn{n—\){m—\f. 

Mflnchen, im Juni 1858. 
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Einfacher Beweis för die IrreductibilitAt einer 
Gleichung in der Kreistheilung. 

(Von Herrn F. Arndt.) 



Elen ersten Beweis des Satzes, dafs die Glefchnng fflr die primitiven 
^ton Wurzeln der Einheit irreductibel ist, wenn n eine beliebige ganze Zahl 
bedeutet, hat Kronecker in Liouviltes Journal (Jahrgang 1854, p.l77) gegeben. 
Zwei andere Beweise hat derselbe in diesem Journal Bd. 29 und in lAouvilles 
Journal (Jahrgang 1856) publicirt, dieselben jedoch auf den Fall, wo n Prim- 
zahl oder Potenz derselben ist, eingeschränkt. Die Beweise von Gaufe (Disq. 
Arithm. §. 341) und E^se$i8tdn (dieses Journal Bd. 37) scheinen sich nicht 
auf den allgemeinsten Fall ausdehnen zu lassen. 

Die Wichtigkeit des erwähnten Satzes dfirfte wohl den Versuch recht- 
fertigen^ im Folgenden einen neuen Beweis desselben darzustellen. 

Lemma, 
l''*"*. Es sei 

jr»"— Aia''"-* + ;i2^'"-' = {x—a){x — ß){x — Y)..., 

a?-_^^iF'"-* + ^x'"-' = {X — a'){x — ß'){x — f) .... 

wo e eine positive ganze Zahl bedeutet. Sind die Coefficienten X^, Xa, etc. ganze 
Zahlen, so werden /ii, fi^^ etc. ebenfalls ganze Zahlen sein. Dies ergiebt 
sich unmittelbar aus dem Satze, dafs Jede ganze ganzzahlige symmetrische 
Function der Wurzeln einer Gleichung eine ganze ganzzahlige Function ihrer 
Coefficienten ist. 

2teiis^ Wenn e=^p'* Potenz einer Primzahl ist, so sind die beiden 
Polynome U^x — a) und n{x — a^) einander identisch congruent mod. /». 

Es ist z.B. lz^=aßY '\- aßd-^ •*^\ erhebt man diesen Ausdruck 
wiederholt zur /n***" Potenz , so ergiebt sich leicht i| = ^3 -}- pH oder 

fl=— 2 — ^-^, wo H eine ganze ganzzahlige symmetrische Function von 

<^j /^j /j •••) mithin einer ganzen Zahl gleich ist. Man hat also ll^fh (mod./i). 
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Aber nach dem jPVrfim/scheo Satze ist iJS^^ (mod./?), k^'^^X^^k^ etc., 
zuletzt li^k^ (mod./y), folglich auch f^^k^ (mod./i)*}. — Es sind also 
je zwei entsprechende Coefficienten der erwAhnten Polynome einander con- 
gruent mod. p, w. z. b. w. 

Zu dem Satze selbst fibergehend, unterscheiden wir zwei Ffille. 

Fall, wo n = ar Primzahl-Potenz ist. 
Die Gleichung, um die es sich handelt, ist 

X ^ ~^ — s 

-A — i U. 

X — 1 

Nehmen wir an, X sei zerlegbar in das Product zweier ganzen ganzzahligen 
Functionen von x, deren höchste Terme die Einheit zum Coefficienten haben, 
und bezeichnen wir diese Factoren, welche respective von den Graden l^ fi 
sein mögen, mit X^ und X". Es sei noch X'^=II(x — ca). 

Da die w gewisse Wurzeln der Gleichung X=0 sind, mithin der 
Bedingung ca«*=l genflgen, so ist /^(x— co»*)==(jr— 1)^; femer nach dem 
vorhergehenden Lemma IT{x—(o^^)^IT{x—w)(moi.ä)^ folglich auch 
X'^{x — 1/ (mod. a), d.i. 

X' = {x-iy+ag>{x), 

wo ip{x) eine ganze Function von x mit ganzen Coefficienten bedeutet. Hat 
tp{x) eine Ähnliche Bedeutung, so findet man ganz ebenso 

X'' = (x—iy^atp{x). 
Die Hultiplication der beiden erhaltenen Gleichungen giebt 

X = {x—i)^-^f'{-atp{x)(x—i)^'\'a(p(x)(x—iy^a'(p{x)tp(x). 
Setzt man in dieser Gleichung x=t and hebt den Factor a einmal auf, so kommt 

1 = ay(l)y/(l), 
was unmöglich ist. 

Allgemeiner Fall. 
Es sei n=sifb^c^d^.».^ wo a, b, c, ... yerschiedene Primzahlen be- 
deuten. Sei ferner X=0 die Gleichung für die primitiven n^^*" Wurzeln der Ein- 
heit. Trennen wir nun den ersten Factor a' ab, setzen h^e'^d^...^=^n' und 
bezeichnen die Gleichung fOr die primitiven n''*'' Wurzeln der Einheit mit F=rO. 



*) ist A, negativ, so gelteo diese Schlüsse fär ein ungrades fi| für p » 2 ist aber 
ebenfalls JiP^ = k^ (med. 2). 
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Wir wollen annehmen, ints die letztere irrednctibel ist, nnd beweisen, dafe 
alsdann X=0 ebenfalls eine irreduclible Gleichnng sein mnfs. 

Es sei wieder gegen unsere Bebaaptiing X=X'X", wo die Factoren 
ganze Polynome in a: mit ganzen Coefficienten und resp. vom Grade l, fi 
bedeuten^ und es sei aucli wie oben X' = ]I(x — cn). 

Da die co gewisse primitive n*^ Wurzeln der Einheit sind, mithin die 
sämmtlichen Wurzeln der Gleichung i7(a.- — a>«")= primitive n'** Wurzeln 
der Einheit, also der Gleichung Y=0 genfigen, die letztere aber als irre- 
dnctibel vorausgesetzt worden ist, so erhellt leicht, dafs II{x—ü)'*')=zY^ sein 
mufs. Aber nach unserem Lemma ist die linke Seite ^ II{x — cu) d. i. 
^ X' (mod. ä), folglich auch F^ ^ X' oder 

X' = r^ «9(^)1 

wo (p{x) eine ganze Function mit ganzen Coefficienten bedeutet. Ebenso 
folgt, wenn tp(x) eine ähnliche Bedeutung hat, 

X" = Y^^atp(x\ 
also durch Bildung des Products X'X" 

X = Y^-^^^atp{x)Y^ + a(p(x)r^^d'(p(x)yj{x). 
Setzen wir in dieser Gleichung x = ^, wo ^ eine beliebige Wurzel 
von Y= bedeutet, und bezeichnen den Werth von X einstweilen mit X^, 
so folgt 

Xi = «>(?). V'Cn. 
Um X; zu bestimmen, bemerken wir, dafs die Wurzeln der Gleichungen 

X=0, 

^ j 

nicht nur der Gleichung r^=^ genfigen, sondern auch sAmmtlich von 

X 1 

n 

einander verschieden sind, woraus folgt, dafs r- durch X* 7- theilbar 

ist, d. i. 

a?--l=(a?^-l)j:.*(jr) oder ^^=^=X*(a?), 

wo &{x) eine ganze Function von x mit ganzen Coefficienten bedeutet. FOr 
x=z^ erhfllt man hieraus 

a = X^&{^) 

und durch Substitution des oben gefundenen Ausdrucks von X^, mit Auf- 
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hebang des Factors a: 

welche Gleichung mit Hfitfe der Gleichung ¥^=0 offenbar auf die Form 

gebracht werden kann, wo c, c^, &' ... ganze Zahlen bedeuten. 

Hieraus folgt wegen der Irreductibililfit von F= auf bekannte Weise 

1 = HC, 

welches absurd ist. 

Combinirt man das so eben Gezeigte mit dem ersten Fall, so folgt, 
dafs X=iO eine irreductible Gleichung ist!, wie auch n zusammengesetzt 
sein mag. 

Berlin, den 22. December 1857. 
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Note sur les normales d^une conique. 

(Par M* A. Caijley k Londres.) 



On connalt les rechercbes tres-^logantes de M. Joachimsfhal sar les 
normales d'une coniqoe; en particalier Tauteur a obtena le thSoreme snivant: 
en supposant que 1, 2, 3, 4 soient des points d^ane coniqne tels que les 
qualre normales se rencontrent dans un mdme point, on prend le pole de la 
droite (1^2) par rapport ä la conique et on mene par ce pole des perpendi- 
cnlaires aux diamelres de la conique ; cela elant, en prenant sur chaque diametre 
dans le sens oppose un point doot la distance du centre est 6gale ä la distance 
du pied de la perpendicnlaire sur ce möme diametre, Ja droite men^e par ces 
deux points passe par les deux points 3 et 4. Mais cette propri^ti peut 
s^enoncer d^une maniere beaucoup plus simple ; la droite dont il s^agit est la 
polaire (ou autrement dit rharmonicaie) — par rapport au triangle forme par les 
deux diametres et la droite situ^e a Tinfini — du pole de la droite (1,2) par rapport 
ä la conique. Cr on sait que Tid^e de la perpendicnlaire peut dtre ginera- 
lisee. Savoir en prenant une conique quelconque que nous appelons ia conique 
ab^olue, deux droites harmoniques par rapport a cette conique peuvent ötre 
appelees perpendiculaires (et de möme deux points harmoniques par rapport 
ä la conique absolue peuvent £tre appeles perpendiculaires). Cela pose on 
peut parier dans un sens plus general des normales etc. d^une courbe quelconque. 
En effet, que Ton s'imagine comme auparavant (outre la conique absolue) 
une conique donnee quelconque et quatre points 1, 2, 3 et 4 de cette conique 
tels que les normales se. rencontrent dans un mdme point. Au lieu du triangle 
ci-dessus mentionne on a le triangle forme par les trois axes harmoniques 
(ou autrement dit, conjuguei) communs aux deux coniques, et Je th6oreme 
peut s^enoncer comme suit: En prenant le pole de la droite (1,2) par rapport 
ä la conique donnee et puis la polaire (rharmonicaie) de ce pole par rapport 
aux axes conjugues de la conique donnee et de la conique absolue, cette 
polaire passe par les deux points 3 et 4. Ou ce qui revient ä la mdme chose: 
on peut consid^rer les points 1, 2, 3, 4 comme les angles d'un quadrilatere 
inscrit dans la conique donnee, les quatre tangentes k cette conique aux points 
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dont il s'agil seront les cötäs d'an quadrilatere circonscrit ä la conique donnee; 
cela 6tant les six cöt<§s du quadrilatere inscrit seront les polaires (les harmo- 
nicales) — par rapport aux trois axes conjugues de la conique donnee et de 
la conique absolue — des six sommets du quadrilatere circonscrit. 

Pour demontrer cela, je fais observer qu^il est permis de rapporter 
la conique absolue et la conique donnee aux trpis axes conjugues communs, 
c'est-ä-dire de prendre 

pour equation de la conique absolue, et 

pour Equation de la conique donnee: cela pose (et en observant que d'apres 
la d^finition deux droites -4a?-f-Äy-f-C«^ = 0, -4'ar-{-Äy+C'« = seront 
perpendiculaires si ÄA •\' BB^ '\'CC' =^0) on obtient sans peine 

^1 "^ ri ''" «1 
pour equation de la normale au point 1, en designant par {x^^y^^z^ les 
coordonnies de ce point. On a de mdme, en designant par {x^^fx^z^) et 
(^39/39^3) 1^9 coordonn^es des points 2 et 3 

x(h — c) I y(c — g) I z(a — b) 



x{b — c) 



y{c—a) 



+ 



z(a—b) 



= 0, 
« 



poar les eqaatioos des normales aux points 2 et 3; et la condition qoi exprime 
qne ces trois normales se rencontrent dans an m£me point sera dvidemment 





1 
i 
i 


1 1 

1 1 

' TT' ». 
1 1 

' "TT"' » 


»0. 


Hais les coordonn^s (d;,,yi,sri) etc. satisfont a J'^qaation a3i?-\-by^-\-e^ — 0, 


on a donc aussi 




a?J, y1, a? 






a^, yi» «' 


= 






a?S, y\, «» 
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et d» ces denx eqaations od dedoit la saivante 






= 



en designant par le Symbole qai forme le premier membre la fonction 
C'est ce qai resulte de ridentitö 



a:i,yi,«ii 


a7i,rij«i 




^H >i » *1 


ar»»ra»«2>X 


a?i,ri,«a 


=-T 


a??,>1,«I 


^S,y3»«3) 


a?3,r3,«j 




a?5,>i,«I 



+ 2a?,yiaia?iyi«jar,y,«, 



1 



1 1 

_i^ J 

J^. Vi ' 5. 



Car le determinant qoi forme le second faclear do premier membre de r^qaatioD 
ne s'^vanoaissant pas, c*est Tautre facteur qui devra s'evanonir en vertu des 
deux relations donnees. L'eqnation de la droite (1,2) sera 

X, y, z 



*n yn ^1 



= 0. 



^2 5 3^2 9 ^2 

Les coordonnees du pdle de cette droite par rapport a la coniqae donnee 

ÄF^ + fty^-f c«* = 0, seront 

11 1 

— iyi^z — y2^i) : y (2^i^2 — a^2a?i) : — (^1X2 — ar^yi) 

Mais les deux equations aa?5-j-Äy5-f ^^1 = ^5 axi'\'byi'\-csi = donnent 
a:b:c = yizl — yiziizlxl — 2ixl:x\yi — xiyl; par soite de cela les coor- 
donnees da pdle deviennent 

1 . 1 . 1 
rt»i+ri«i *«iJ^t+^^i 'jPiri+jp.rt ' 
reqaation de la polaire (rharmonicale) de ce pole par rapport anx trois 
droites (a? = 0, y = 0, ar = 0) sera donc 

laqnelle pent dtre reprösentie comme soit 



■'iP2» y29 «2' 



= 
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et, en sabstitaant (;r3 , y^ , z^) au lieu de (x, y, z)^ od voit que la droUe dont 
il. s*agit contient le point 3. De mdme cette droite contieat le point 4, de 
Sorte quo le theoreme se trouve demontre. 

ObservoDS encore qoe dans la geometrie de la sphere on peat prendre 
ponr la coniqne absolue la conique imaginaire qai est rintersection de la sar- 
face spheriqae avec la sarface coniqne imaginaire x^'\'y^'\'Z^ = 0. Le mot 
perpendicnlaire aura alors la signification ordinaire et on aura ponr les coniques 
spheriqnes ce tb^oreme tres simple, savoir que les six cötes du quadrilatere 
inscrit seront les polaires (les harmonicales) — par rapport anx trois axes de 
la coniqne spbirique donnie — des six sommet^ du quadrilatere circonscrit. 
C^est ce qn^on reconnalt aussi par Tanalyse que je viens de donner, laqnelle 
en effet est pröcis^ment celle dont on se servirait natnrellement ponr les 
coniques spberiques. 

Londres, le 10 Mars 1857. 
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Addition & la note sur la coiiiposition du nombre 47 

par rapport aux vingt-troisi^mes racines de Punit^^ 

iiis6r6e dans le tome pr^cedent, pagel92. 

(Par M. A. Cayley k Londres.) 



al. Kummer a bien voulo m'ecrire une lettre oü il remarqae que 
le cabe da facteur complexe du nombre 47, multiplie par Vunite com-- 
plexe convenable , peat effectivement se decomposer en deux facteurs reci- 
proques; c'est a dire quMl existe ooe nnite complexe E(a} teile que 

E(a)(a*"4-a»-f-a»+a" + a^ + a*«/ = F(a)F(a-*). 
Pour F(a) M. Kummer a trouve la valear 

F(a) = a'-i^a'-i^a^^a'^^c^^-a^^a^ 

fonction qai par consiqaent est Tan des 22 facteurs complexes de 47\ Dans 

un postscriptum M. Kronecker m'a communique Texpression snivante de cette 

unite complexe 

V(tf\ ^ +^ 

"-V«; — («•+at5j(a«'^a")(a**+a'y(a'* + a«*) 

equivalente a Texpression en fonction entiere: 

_ l —23a ^2a^ — 20a^ —21a* —3a« —17a' —4a» —14a« _8a*"— 12a" 
E(a) — j_23«22^2a^^-20a~— 21a*»— 3a*'-17a*«-4a^*-14a**-8a"— 12a« 
En supposant que cette valeur de E(a) soit connue, on trouve sans peine 
une condition a laquelle F (a) doit satisfaire* La valeur que j'ai donn^e pour 
(a*^-|"^"+^*+^**+^^+0* contient le terrae constant -|-6; ©o y ajoutant 
la quantiti ivanouissante — 6(1 -fa-j- •••-]- a^) eile se r^duit a 

I a -f a^ _3a^ -f 3a* + 10a' +9a» +3a« -f 12a*«+3a"i 
| + a''+a^*-3a~ + 3a*»+10a**+9a>*+3a>*+12a''+3a«| 
et en raultipliant cette valeur par E(a), le terrae constant sera -f^SOS; donc 
en y ajoutant la quantit^ evanouissante — 808(l-|-<e-|'*'*H~O on obtient 

^ 4 _5a _8a^ -7a^ —7a* —4a* —3a* —7a' —8a» —7a« — 7a^— 5a" 
~ j — 5a«— 8a^*-7a^— 7a»«— 4a»— 3a"— 7a*»-8a«— 7a**— 7a"— 5a". 
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En represenlant cetle expression par Va-\'Cf^o?-\'-*^'\'K'a^, j*ecris 

= (ö+6a4-... + Ära«)(a+Äa«+-.. + Äa)-(a^+ftH---+Ar')(t + a+--- + 
eqnatioD qai sabsiste poar a = l. On a donc 

B' + C' + -.. + K' = (a + 64-...-f Ä)^-23(a' + 6H.-. + Ä^) 
OQ d'apres les valears de B\ C\ ... K\ 

-136 = (a+Ä+.-.-f Ä)^-23(iiH*'+-- + *')^ 
ce qai donne 

(a+6 + -.- + Ä)' = —136 (mod.23). 

On peut ajouter a (a-|-fta-f •••-]- Äa^) an multiple qaelconqae de (l+a-| \r^) 

et changer le signe; il est donc permis de prendre (a-f ^-[-•••-f'^) P^^^^^^ 
et plas petit qae Y» Cela etant la congraence donne 

^+*+**'+^ = 5 
et on obtient alors 

Au moyen de cette valeur l'equation k laquelle il faut satisfaire devient 
7^2a -ar +3a* 4-4a« — a^ +2«" 
+ 2«^ — a*^ + 3a«» + 4a" - a}' -f 2a*^ 

= (fl + Äa... + Ära")(a + fta«... + Aca). 

A cause des coefficients numeriques negatifs^ les coefficients cherchesa, 6^... k 
ne peuvent pas dtre tous a la fois positifs ; et cela etant il n'y a qu'une seule 
maniere de satisfaire aux deux conditions ci-dessus ^crites, savoir il faut 
donner a sept des coefficients a, b, . . . k les valeurs 1, 1, 1, 1, l^ 1? — 19 
et aux autres coefficients la valeur zero; Texpression 

F(a) = a^'\-a' + a''^a'''^a'^-a^^a'' 
s'accorde en effet avec cette conclusion. 
Londres, le 6 Octobre 1858. 
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lieber eubisehe Gleiehimgen mit rationaien 

Coeffieienten. 

(Von Herrn L. Kronecker.) 



Uns letzte FermaUche Theorem enthält bekanntlich in dem einfach- 
sten schon von Euler behandelten Falle den Satz, dafs die Gleichung: 
H -fV — 1 = nicht anders durch rationale Werthe von r und s erffillt 
werden kann, als wenn r oder s gleich Null ist. Durch die Substitution: 

_ 2a _3H1 

^ — U—V ' — 36—1 
erhalt man: 

- (3ft-l)V+«'—l) = 2(40^ + 276^+1), 

woraus der Satz hervorgeht , dafs die Gleichung : Aaf + 276' +1=0 
nicht anders durch rationale Werthe von a und h erfflUt * werden kann, ab 
wenn a = — 1, 6 = ±i gesetzt wird; und es ist auch umgekehrt der oben 
erwähnte Satz Ober die Gleichung: H+^ = l eine Folge dieses letzteren. 
Da nun der Ausdruck : 4a^ + 276' den negativen Werth der Discriminante 
der Gleichung: a?' + aar + 6=:0 angiebt^ so ist 

a?* — ^±i = 
die einzige eubisehe Gleichung mit rationalen Coefficienten , ffir welche die 
Summe der Wurzeln gleich Null und das Quadrat des Products der drei Wur- 
zeldilTerenzen gleich Eins wird. — Die Wurzeln dieser besondern Gleichung 
dritten Grades sind: 

±:p3-8in^, ±-^8in-^, qp_8,n^. 

Der Fermatsc\ie Satz Ober die Gleichung 0?^+^^ = )^ lAfst sich daher, wie 
leicht zu sehen, in folgender bemerkenswerther Fassung aussprechen: 

Eis kann die Discriminante einer cuhischen Gleichung mit ratio^ 
nalen Coefficienten nicht die sechste Potenz einer rationalen Zahl wer^ 
denf aufser wenn ihre drei Wurzeln 

j» + ii|/3.sin-^, m + iiy'3.sin-^, m — ii]/3.8in-^ 

und m, n rational sind. 
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Lieber ein Integral der Differentialgleichung 



(Von Herrn R. Lipschiiz zu Bonn.) 



Uas Problem der Wärmebßweguug in einem unendlicben Cylinder 
fahrt auf eine Transcendente, die in mehrfacher Hinsicht den Functionen Sinus 
und Cosinus analog ist. Es ist ein particulares Integral der DilTerentialgleichung 

das durch die fQr jeden Wertb von x convergirende unendliche Reibe 

oder durch das bestimmte Integral 

I(^x) = — / cos (07 cos 9)) d^? 

ü 

dargestellt wird. Diese Function verschwindet fflr keinen imaginären Werth 
und fflr unendlich viele reelle Werthe von x. Denkt man sich dieselben 
nach der GröCse geordnet und bezeichnet sie durch 0, so kann jede fflr das 
Intervall von bis 1 gegebene willkürliche Function von x in eine nach den 
I(Ox) fortschreitende Reihe entwickelt werden. Diese Eigenschaften der 
Function I(x) begrflndet Fourier im 6^*"" Capitel der Theorie anal, de la 
chaleur p. 369 ff.; Poisson hat dann gezeigt*), dafs dieselbe für ein zu- 
nehmendes Argument sich dem einfachen Ausdruck -^ 4- — ^ immer 

enger anschliefst, und zur genauem Bestimmung fflr grofse Werthe von x 
eine semiconvergente Reihe angegeben. Fernere Untersuchungen flber diese 
und gewisse nah verwandle Functionen findet man in der Abhandlung von 
Bessel: „Untersuchung des Theils der planetarischen Störungen, der aus der 
Bewegung der Sonne entsteht''**), so dafs dieselben ein mannigfaches Interesse 



f ) Journal de röcole polytechnique Gabler XIX, p. 349 ff. 
**) Abbandl. der Berl. Academie v. Jahre 1825. 
Journal fEür Mathematik Bd.LVI. Heft 3. 25 
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darzubieten scheinen. Im Folgenden beabsichtige ich, erstens eine nene Ueber- 
einstimmung der l{x) mit den trigonometrischen Functionen nachzuweisen, 
die hervortritt, wenn man jene statt dieser in gewisse bestimmte Integrale 
einfahrt, und zweitens l{x) in ein bestimmtes Integral umzuformen, dessen 
Entwicklung die von Pohson aufgestellte Reibe mit Bestimmung des Restes 
ergiebt. 

Um den ersten Zweck zu erreichen, bemerke man, dafs das ange- 
fahrte Integral fQr I(x) sich in folgender Form schreiben Ififst 

(1.) I(x) = J^fe-^^^-^d(p, 

u 

und bilde die Oteichung 

u u u 

wo die Gröfsen a, b, m reell und positiv vorausgesetzt werden. Wollte man 
dieselben complex annehmen, so mfifste der reelle Theil von b und m positiv 
sein. Auf der rechten Seite der Gleichung (2.) kann man die Ordnung der 
Integrationen vertauschen und die Integralion nach dx vermöge einer bekannten 
jl^ii/^rschen Formel ausfahren. Es wird 

(6 — ricosf)/ — l)*^ (6 — acosy/— !)"• ' 

und die Potenz der complexen Gröfse ist dadurch bestimmt, dafs sie sich mit 
cos 9 stetig andern und für cos9) = auf den reellen positiven Werth -g^ 
reduciren mufs. Fflr m = l wird 7'(f9i)=:l, und das Integral 

fljp n 

so dafs die Gleichung 

(40 f^liax)<U = ^ 

ensteht. Dieselbe gUt auch noch dann, wenn man b abnehmen und gleich 
Null werden Ififst; denn da das Integral, wie aus der Powoitschen An- 
nfiherungsformel erhellt, für 6 = einen festen Sinn hat, so wird weder die 
linke noch die rechte Seite der Gleichung unstetig, wenn man von einem 
sehr kleinen positiven b zu dem Werthe 6 = fibergeht, und es ist 



(3.) f 



f 
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(5.) J^l{ax)dx = i.. 

Um dieselbe Betrachtang anf die Gleicbang (3.) anwenden sn können, wird 
angenommen, dafs m unter der Einheit liege. Setzt man ^V\iJ^co^ip^=^q, 

— g — = tgt* und wählt d für cosy>0 zwischen und \n^ so wird 
r^^ f" dtp _ f^ r 1 I 1 \^ 



-f 



'•cosmiS' Q 



Damit man erkenne, wie dieses Integral sich verhält ^ wenn h in Null flber- 
geht, werde das Intervall der Integration getheilt, so daüs eine Summe von 
2 Integralen entsteht, die sich respective von bis \n — d, und von \n--9 
bis \n erstrecken. Es bedeutet d eine positive Gröfse, welche so zu wählen 
ist, dafs auch bei abnehmendem h der Ausdruck flcosy-^) ^£s^ ^^^^ 

jede Grenze wfichst. Dann wird der Winkel ^ fflr ein abnehmendes h in 
\jt urd p in aöosf) Obergehn, folglich das erste Theilintegral in 

o** J (cosy)'"' 
Dagegen kann man d immer so klein annehmen, dafs sowohl / ^ ^ -dtp 

(cosq))'" ^^^^^ ^^^^^ beliebig kleinen Gröfse liegen, weil m <[ 1 vor- 
ausgesetzt ist. Hieraus folgt, dafs das Integral (6.) fflr ein verschwindendes 
b den Abdruck ^-^S^^""^ .«r Greo^e hat. Das Inlegral/*"^ 

ist gleich dem Eulerschen Integral erster Galtung /*(l — «*)*^^"'"^~'<fe und 

daher durch Integrale zweiter Gattung avsgedrOekt — i^^^^r^^^' B^ 
dient man sich nun der Eulenchen Gleichungen 



80 wird 

25» 



V"i^-i5'='i?^*-iä=-. 
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und aus der Gleichung (3.) entsteht die folgende: 

(7.) fx-^nax)dx = -^^'»>^<y)^<*'">sinmn JL. 

Die Gleichungen (4.) und (7.) entsprechen den bekannten Relationen 






f 



f \'"'-' (cos aa; -f ]/- 1 sin ax) Bx = ^ (cos ^ + >''- 1 sin ^) , 

WO m zwischen und 1 liegen mufs ; und es genflgt darauf hinzudeuten, dafs 
dieselben Operationen, mittelst deren man aus diesen Gleichungen die Werthe 
von andern bestimmten Integralen findet, auf die Gleichungen (4.) und (7.) 
angewandt werden können. 

Die Umformung der Function / zur Herleitung der semiconvergenten 
Reihe beginne ich damit, in dem ursprflnglichen Integral cos^ = y zu setzen, 
wodurch 

(8.) m^lf'^ir 

wird. Den Ausdruck , — — kann man als den reellen Theil der Function 

.. , t^ für z = yi ansehen, wenn f = |/— 1 ist. Es soll nun in derselben 

fQr z die allgemeine complexe Gröfse d?-|-yt gesetzt und eine Integration 
nach dz=^8x-\'8y.i ausgeführt werden. Nimmt man für x-^-yi die übliche 
Repräsentation durch ein System rechtwinkliger Coordinaten in der Ebene^ 
so gilt der Satz, dafs ein über die Contour einer geschlossenen Linie aus- 
gedehntes Integral immer den Werth Null hat, wenn die zu integrirende 
Function im Innern der eingeschlossenen Fläche überall eindeutig, stetig und 

endlich ist. In unserm Falle soll die Function 77^-77; (Iber den Umfang 

eines Rechtecks integrirt werden, dessen Ecken die Punkte (0), (t), (A-f t), (A) 
sind, wo h einen beliebigen positiven Werlh bezeichnet; und man übersiebt 
leicht, dafs die Function im Innern der Fläche eindeutig ist, wenn man ver- 
langt, dafs sie stetig sei und für z = den Werth -j-1 habe. Für z = i 
wird sie allerdings unendlich, jedoch so, dafs diese Stelle ohne Einflufs auf 
den Werth der Integrale ist, und daher der angeführte Satz keine Einschrän- 
kung erleidet. Beachtet man, dafs alle Tbeile der Integration entweder der 
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j:r-Axe oder der y-Axe parallel genommen werden, und dafs man den Um- 
fang des Rechtecks in demselben Sinne zu durchlaufen bat, so erhält man 
folgende Gleichung: 

Es möge nun h Ober jede Grenze wachsen, so nähert sich das dritte Integral 
der Null, und durch Sonderung des Reellen und Imaginären giebt der Coeffi- 
cient von t die Gleichung 



ro^ f^ cos kydy _ . f^jr^^J^dx 

^^^J J Tf^T - 1/ (l+(x+iÖr 



wo von der rechten Seite nur der reelle Theil zu nehmen ist. Setzt man 
yj?* -f 4^^ = (^> — = tg^ und nimmt d^ zwischen und \n, so ist der 

Nenner (14-(x-f t)^* = (a?^-f-2xi)» = p*^*^'. Derselbe ist ferner gleich 
«*^'(2a? — iV)*, wenn man diese Quadratwurzel entsprechend definirt; denn 
sei |a? = tgt^' und ^ zwischen und \n, so wird (2a?— ia?^)* = p*«"^^' 
und d^ olTenbar =— ;9-}-^7r. In dem Integral der rechten Seite von (9.) 
wird nun kx^=ß eingefQhrt, uni) es folgt 

man hat ferner 1 = «^"' und daher für I(k) die Transformation 

Hieraus entsteht die semiconvergente Reihe von Poisson, wenn man die 
Qnadratwurzelgröfsen nach steigenden Potenzen von ^ entwickelt und in 
jedem Gliede die Integration ausfahrt; dies Verfahren ist indefs nur legitim 
ffir den Theil der Integration, in welchem ^ <ll bleibt. Dagegen giebt der 
begrenzte Taylorsche Satz fflr jeden Werth von ß die Reihen 



ö^^O+W 
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i , i 



(110 . , , 



r ^'V*lt- äÄstiy +'-'+(-^> 53x:(4sr:2)W )+(-*> '«- 

wo der Kürze wegen 

^ 1.3...(4m-l) //gY"/ ^„ I * \ , 

„, _ 1.3...(4 m+l)/ /? Y^+Y * ■■ * . . \ 

'*'• — 2.4...(4m4-2)VW j A_.f;^\««"+»> (|^.j« W*"+'' 1 

gesetzt ist, und «> e' echte Brflche bezeichnen. 

Wendet man diese Reihen auf die Gleichung (10.) an und integrirl 
nach der Formel 

U 

SO entsteht die gesuchte Darstellung 

P=w'l'-S-(ä)'+-+(-«"^S^Q"1+(-ir«. 
'*'' -•■^l^-!^Q+-+Mr-?SS'(ä)""'!+(-<r«- 



Hier ist 



und setzt man i(4oi+l)arotg-^=X, i(4ai + 3)arctg-^ = A', sft darf rar 
schreiben 
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^ _ cos(*— in)1.3...(4in— 1) /^1V"* /^ erßß^'^'^cosXdß 
^'^ ~ n^f^k 1.2.3...2m W / 'Ü+^f^^^^' 

~ n^ 1.2.3...(2m+l)W / (i+ (fl^V *-+'> 

Der Zahlenwerth dieser Integrale wird vergröfsert, indem man in ihrem Zähler 
cos iL and sinX' durch die Einheit ersetzt nnd im Nenner den positiven Samman- 
den (^} fortlAfst. Nach dieser Vereinfachong lassen sich die Integrationen 

aasfOhren, and beide Ansdrflcke gehen resp. in die (m-^ty^ Glieder der Reihen 
Ober, welche die rechte Seite der Gleichang (12.) bilden. Daraas zieht man 
den Schlafs, dafs diese semiconvergenten Reihen die Eigenschaft haben, durch 
jedes neue Glied das nnmerische Maximum des Unterschiedes zwischen dem 
Werthe der Fnoction nnd der Summe der angewandten Glieder zu bezeichnen. 

Zum Schlafs bemerke ich, dafs die Functionen lk^\ welche in der 
angefOhrten Abhandlung von Bessel untersucht werden und gleichfalls in der 
Theorie der WSrme ihre Stelle haben, einer Ähnlichen Behandlung fähig sind, 
als die I(k). Diese Gröfsen werden durch die convergente Reibe 

.(A)_ ** {. *' I y k^ , l 

^* 2.4... 2Är 2(Ä+l)'i"2.4.(A+l)(Ä+2)""2.4.6.(A+i)(Ä+2)(A+3) » n 

oder durch die bestimmten Integrale 

ij*^ = —jcos{hip-^ksm(p)dip 



= n iX..i2h^i) J cos(*cosca)sin^aiÖö> 
ausgedrückt und genflgen der Differentialgleichung 

Im 28*^ Bande der astronomischen Nachrichten von Schumacher p. 94 hat 
JacM fQr dieselben die folgende semiconvergente Reihe angegeben, welche 
der Reihe (12.) entspricht: 
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sin(t+(— l)^i^) u (1— 4A')(9— 4A') , (1— 4^')(9— 4A')(25— 4A')(49— 4A') | 
y;El/p < 1.2.(8Ar + 1.2.3.4.(8*)* *"' 

_ cos(t+(— 1)H^) U— 4A' _ (1— 4A')(9— 4A')(25— 4A') , | 
|/;S|/P ( 8* 1.2.3.(8*r '^"*'' 

Sie entsteht, genau wie die Reihe (12.), aus dem Integral (10.) durch Ent- 
wicklung des folgenden Integrals 

F(Ä) 
^* = 

^, ^ , ..,(»_jp*+i)»)/".-'#"«->[(<-g)'^-"+(HD''"-'>/» 



1 3.5..(2A-l),ii/2* I /•* r/ i/^xK^ä-o / /änK^a-Ot 

Bonn, den 14 Juli 1858. 
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üeber einige Gattungen elliptiseher Integrale. 

(Von Herrn 0. Röthig.) 



Von den Integralen von der Form: 

(1.) £ — m±. — ^, 

0ie=l oder 2, f{x) rationale Function , haben sowohl Legendre im 27*% 
28*^"^ nnd besonders im 32***' Capt. seines „traitö des fonctions elliptiqnes'' 
als auch die Herren Mmding und Bieheht im 9^" Bande dieses Journals 
pag. 295 und 407 yerschiedene specielle FSlle behandelt. Dennoch scheint 
bis jetzt ein allgemeiner Sats noch nicht bemerkt worden zu sein , der sich 
folgendermafsen aussprechen ISfst: 

DU Integrale von der Form (1.) lassen sich auf elliptische Inte- 
grale bringen, deren Modul ||/2±y3 ist. 

Femer bebandelt Legendre im 32*^'^ Capt. des genannten Werkes specielle 
Ffille des folgenden allgemeinen Integrals 

(8.) C £W*L 






m = 1 oder 3 , f(x) rationale Function ; und giebt dort eine Substitution 
an, durch welche auch leicht folgender allgemeine Satz bewiesen werden 
kann, den er nicht anfAhrt: 

Die Integrale von der Form (2.) lassen sich avf elliptische Integrale 

bringen, deren Modul y|^ ist. 

Diese beiden SStze sollen im Folgenden bewiesen werden und zwar dadurch^ 
dafe (1.) zurflckgeffihrt wird auf das Integral 

and (2.) aaf das folgend« 

Jofurnal fttr^Mmthematik Bd. LVI. Heft 3. 26 
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von denen dann leicht zu zeigen ist, dafs sie dorch die oben genannten el* 
liptiscben Integrale ansgedrflckt werden. Um znnftchst (1.) auf (3.) znrflck- 
zuführen, sei a die reelle Wurzel der Gleichung 

P = a5a:'-j-fl2^^+/»i^ + öo = 0, 
und es sei 

Setzt man nun: 
so wird: 



X— 2(1-2») ' ^ — «j C^ «; « ^ 

Bezeichnet man noch y(ftj— 4ft)-j-4(6-|:*i«4"®^) *^ "^** -'^^ ^^ erhält / ^a\m^ 
nach ausgefahrter Substitution die Form ^"{^^t fc'?'f^\ welche durch Hol- 
tiplication mit q)i{z) — R.tpi(z) sofort in die folgende fibergeht: 

in welcher ip{z) und v^(2r) bekannte rationale Functionen bedeuten. 

Ffihrt man jetzt die so eben entwickelten Ausdrflcke in (!•) ein, so 
nimmt dies Integral die folgende Gestalt an: 

WO fi und ^ gegebene rationale Functionen sind. Da das erste dieser beiden 
Integrale durch bekannte Functionen integrirt werden kann, so bleibt nur noch 
da9 zweite zur weiteren Behandlung fibrig. Dieses hat aber die Form: 

^ y(6J— 46)+4(6+6,a+a«)z» 

Sei nun: bl — Ab = €A; Ä-f *i® + ^^ = *'^i so dafs A und B die absoluten 
Werthe der Coefficienten unter der Wurzel, e und s' ±i bedeuten. Es 
geht dann (5.) Ober in: 

ft(z)dz 



J fk 



J+4«'Äs» 
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welches Integpral darch die Substitution 



die folgende Form erhält: 



ff{u)du 



wodurch also in der Thal (1.) auf das Integral (3.) zurflckgefflhrt ist. Um 
nun zu zeigen, dafs (3.) durch elliptische Integrale mit dem Modul i}/2±Y3 
ausgedrfickt werden kann, setze man 

wodurch (3.) flbergeht in 

(6.) f-M^^. 

Nun sei: 



es folgt dann 






und, wenn ^^2\e^Z=-e gesetzt wird. 



Da aber aus diesen Werthen leicht geschlossen wird, dafs: 



dy 1 rfi; 



so erhellt, dafs derjenige Theil von (ö.)? welcher nach Einfahrung der Sub- 
stitution in r durch bekannte Functionen nicht integrirt werden kann, die 
Form annehmen mufs: 

J y(i_t;«)(l— c'O ' *r X f 

Hierdurch ist der erste Satz bewiesen. Es mag noch bemerkt werden, dafs 
die f in den Integralen (3.)) (6.) und dem letzten natdrlich weder untereinan- 
der noch mit dem f in (1.) identisch sind. 

Zum Beweise des zweiten Satzes^ abo um zunächst (2.) auf (4.) 
zurQckzufObren, schaffe man durch die bekannte Substitution j? = ^y^ die 

26^ 



r 
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ungeraden Potenzen aus dem Ausdruck vierter Ordnung unter der Wursel 
im Integrale (3.) fort und gebe demselben die bekannte Form: 

(7.) r ^'-'^ . . 

J [(l_;ptj(,_4«jptj-|4 

Da ferner f{x) die Form erhalten kann : 

was bekannt ist, überdies oben gezeigt wurde, so zerlegt man (7.) leicht in 
die folgenden beiden Integrale 



(I.) r—ii^l^^—^ „„d (n.) A 

-J [(1— *»)(!— *»x»)]* J [0 



deren jedes aaf (4.) zorflckgefahrt werden soU. 

Zur Rednction von (I.) setxe man wie Legendre im SB*"" Capt. des 
„traitd des fonctions elliptiqnes" 

(l-a^)(l-A:*a;') = a?»«*, 
so wird 



and daher, wenn P = (l — a?*)(l — Ä*a?*) gesetzt wird, 



Da nun zufolge der Voraussetzung oi immer eine der Zahlen 1 oder 3 be- 
deutet, x""**^ also immer gleich a^ oder x* wird, und in x^ nur /(l— A^/-f~4** 

eingebt, so folgt, dafs in dem Ausdrucke i - alles auf raffonafe Weise 

|w 

durch y(l— A;^)^-f 4s* ansgedrQckt ist. Hieraus wird klar, dafs Integral (1.) 
nach Abscheiduog des durch bekannte Functionen integrabeln Theiles durch 
die angewandte Substitution auf die Form 



/• f(z*)äz 



y(l— ik»)»+4s* 

gebracht ist, in welcher f defswegen eine Function des Argunentes s^ be- 
deutet, weil durch den Werth von x sowohl, wie auch sonst, z nur in geraden 
j^olenzen eingeführt wird. Dieses Integral nun geht durch die neue Substitution 

4»« = (!-*»)» «• 



i 
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sofort in das folgende aber: 



r9(u')du 



welches mit dem Integrale (4.) identisch ist. 

Was Integral (IL) betrifft, so könnte der behauptete Satz fflr das- 
selbe leicht aaf andere Weise bewiesen werden, als es hier geschehen soll. 
Es ist jedoch die folgende Jfethode wegen der Uebereinstimmung mit der 
bei (I.) verfolgten yorgezogen worden. 

Man setze zur Reduction tob (II.) auf die Form (4.) 

so folgt: 

"^ ^ w ' 

also 






Wiederholt man hier die bei der Behandlung von (L) gemachten Schlosse, 
so erhellt, dafs das Integral (11.) auf die Form: 

f{z^dz 

gebracht wird, welche durch die Substitution 

ebenfalls in (4.) flbergeht. 

Es bleibt daher nur noch fibrig zu zeigen, dafs Integral (4.) durch 
elliptische Integrale mit dem Modul ^\ ausgedrückt werden kann. 

Hierzu setze man: 



so wird leicht 

Es ist also (4.) aaf 



gebracht, welches Integral durch die Sabslitalion 
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in die Form 



*/i/i 



(p{v*)dv 



y{l-t;')(l^it;") 
flbergeht, wodurch der SaU bewiesen ist. 

Die Constanten I welche durch die hier angewandten Substitutionen 
als Factoren vor die Integrale treten mflfsten^ sind wegen der willkflrlichen 
Function unter dem Integralzeichen fortgelassen worden. 

Aus den vorangehenden Betrachtungen erhellt noch leicht, dafs für 
die Integrale von der Form^ 

fix) djc 



fi. 



^, m = l oder 2, 

[a^\■a^x^\■a^x*y 



derselbe Satz gilt, wie für rft> Integra (1.); and dafs für tUe hUtgraie 
von der Form: 



t 



^^^^^^-^, m = loder3, 



ebenfalls darselbe Satz gilt, wie für die Integrale (20* 

Ferner bemerke man, dafs die Substitution, welche die Integrale von 
der Form (I.) sofort auf elliptische Integrale mit dem Modul ^\ zurflckfflhrt, 
die einfache Form annimmt: 

und dafs ebenso die Substitution 

dasselbe sofort fftr die Integrale (II.) leistet. 

Scbliefslich mögen hier noch einige specielle Ffille der Integrale (I.) 
und (II.) angefQbrt werden, die sich durch bekannte Functionen integriren 
lassen. Bezeichnet man nfimlicb mit 9n den Ausdruck [(1 — m^)(1 — Ai'«')]*, 
so gelten die folgenden Gleichungen: 

/g-(*4-*')x' ds _ i lo- ^Vt+^-r J_arctir^ 

/'__i 2—H-\-h*)x* dx _ i . x&a+a&x 1_ a&x 

«»— X* ' ««(1 -x') +x'(i— A'o«) ■ ^x ~ 2a'&a '®^x^a— o^x a*&a *^^^ x&a 

/ '2— (i+**)x' x*dx _ 1 , xVk-\-&x , i »X 

i—(i^k*)x*\^x)* ~ IkTli «^ x^—^x "T 17* ^^^^JPf'* 

f i 2—{i+h*)x* x*dx __ i , x&a-\-a&x , 1 „rgtir*^-^ 

y ?IIP* a»(l-.x^-}.x»(l - *»a») * (-O-x)* ~ 2a(&a}* '"»x^a-a*x + o(^«)* "^Jn^ 
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die mao vermittelst der Sabstitotion 

(l-a?»)(l-**a?') = x*z* 
beweist. Ebenso findet man dorch die Sobstitation 

(1--4?')(1--Ä»«') == »• 

die folgenden beiden Integrale: 

f i i+k*— 2k*x* sdx i . &a+&x i ..^,„** 

/• 1 i-\-k'—2k*x* xix 1 ,^ &tt\^x , 1 .. . »X 

y?=P*{t— *V)+*»(1— x*)'(**)* "^ 2(dw)» *°*^a— ^x ' "(S^ *55" 

Berlin, im Jali 1857. 
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Ausdehnung eines Satzes vmn ebenen Vierseit 
auf rAumliche Figuren. 

(Von Hetco 0. Bermet.) 



Wenn man mit t, u, v, w resp. in der Geometrie der geraden 
Linie, der Ebene und des Raumes die Abstfinde von zwei festen Punkten^ 
von drei festen Geraden und von vier festen Ebenen bezeichnet, so erhfilt 
man in der Geometrie der geraden Linie als Gleichungen eines harmonischen 
Punktsystems 

lt'\'mu = 0, II = mtl. 

Diesem System entspricht in der Geometrie der Ebene das System 
einer iSeraden und eines Punktes, deren Gleichungen sind: 

(p) : // = mu = nv, 

und welche in der Beziehung zu einander stehen, dafs, wenn man zu den Durch- 
schnittspunkten der Geraden ff mit den Coordinatenseiten auf diesen die con- 
jugirten harmonischen Punkte constmirt, die Verbind ungsgeraden dieser Punkte 
mit den entsprechenden Gegenecken des Coordinatendreiecks sich im Punkte 
p durchschneiden : oder man kann auch ff als die Axe und p als den JPol 
zweier homologen Dreiecke definiren^ welche als Seiten haben die Coordinaten- 
seiten und die Yerbindungsgeraden der Eckpunkte derselben mit den Durch- 
schnittspunkten von ff und den correspondirenden Gegenseiten. Der Punkt p 
soll kflnfUg (Ur Pol der Geraden ff in Beziehunff auf das Coordmaten^ 
dreieck^') heifsen. 

Ein ähnlicher Zusammenhang findet in der Geometrie des Raumes statt 
zwischen einer Ebene E und einem Punkte P, welche definirt werden durch 

die Gleichungen: 

(E) : lt'{'mU'\-nC'\-pw — 

(P) : //=: mti = nv = pw. 

*) Der Punkt p ist der Pol der Geraden g in Beziehung auf die durch die Coor- 
dinatenseiten gebildete Linie dritten Grades. Vergl. Sahnan, Higher plane curves, Art 155. 
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Constrairt man za den Darchsohnittsgeraden der Ebene E mit den Coor- 
dinalenebenen die Pole in Besiebung auf die entsprecbenden Coordinaten- 
dreiecke^ so ist P der Darchscbnittspankt der Verbindungslinien dieser vier 
Pole mit den oorrespondirenden Gegenecken des Coordinatenletraeders; oder 
auch, wenn man zu den Durchschnittspunkten der Ebene E mit den Seiten- 
kanten des Coordinatentetraeders auf diesen die conjugirten harmonischen 
Punkte zeichnet, so durchschneiden sich die Verbindungslinien der auf den 
drei Gegenkantenpaaren liegenden Punkte im Punkte P; endlich ist P der Pol 
und E die Ebene der Homologie zweier homologen Tetraeder QPoncelet, 
traitö des propr. project Art. 582), nfimlich des Coordinatentetraeders und 
des Tetraeders, dessen Seitenflächen die Verbindungsebenen sind der Eck- 
punkte des Coordinatentetraeders mit den Durchschnitlsgeraden ihrer Gegen- 
flachen und der Ebene E. Der Punkt P heifse der Pol der Ebene E in 
Beziehung anf das Coordinatentetraeder. 

Wie bei der geraden Linie einem unendlich entfernten Punkte als 
conjugirter harmonischer Punkt der Mittelpunkt derselben entspricht, so erhalt 
man in der Ebene als Pol einer unendlich entfernten Geraden den Schwer- 
punkt des Coordinalendreiecks und im Räume als Pol einer unendlich ent- 
fernten Ebene in Beziehung auf das Coordinatentetraeder den Schwerpunkt 
desselben. 

§. 2. 
Dies vorausgesetzt, handle es sich um die Ausdehnung des bekannten 
Satzes von den Mitten der Diagonalen des vollständigen Vierseits auf den 
Raum, oder des allgemeineren Satzes: (Man vergleiche CAaslee, göom. 
sup^rieure, Art. 349.) 

Wenn man ^urch ein vollständiges Vierseit mit seinen drei Dia^ 
gonaten eine Transversale legi und auf jeder Diagonale zu deren End^ 
punkten und dem Durchschnittepunkte mit der Transversale die vierten 
harmonischen Punkte construirt, so Hegen diese drei Punkte auf einer 
geraden Linie. 

Man kann die Diagonalen des Vierseits definiren als die Verbindungs- 
geraden der Eckpunkte eines beliebigen der vier durch die Seiten des Vier- 
seits gebildeten Dreiecke mit den Durchschnittspunkten der Gegenseiten und 
der jedesmaligen vierten Seite. Dem entsprechend sei das durch drei Seiten 

JournAl für Mathematik Bd. LYI. Heft 3. 27 
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des Yierseits gebildete Dreieck das Coordinatendreieck, ond die Gleicbang der 
vierten Seite: 

(a?) : /-f-i#4-r = 0^ 

y9o t, u, V beliebige Constanten enthalten, so sind die drei Diagonalen des 
Yierseits tuvx: 

(uv,tx) : ti^r = = /i, 

(vt, ux) : t ^ r = = iii* 

{tu,vx) : t'\'U = = ri, 

woraus sich umgekehrt als AusdrOcke der alten Coordinatenseiten durch die 
Coordinaten /i, «i, Vi ergeben: 

2/ = — Ix -|- ««1 + «^1 ^ 2ti =; i?i — i#i + r 1 , 2r = /i -f «1 — t^i • 
Jetzt sei durch das System die Transversale 

gelegt, so ist deren Durcbschnittspunkt mit der Diagonale tii 

und als der zugehörige vierte harmonische Punkt in Bezug auf die beiden 
Endpunkte der piagonale to 



(/,x):<, = 0, 
und 

(«,») : /, = 0, 

ergiebt rieh der Punkt: 




{Pi) : ^1 = 0, 


^ + -^ = 0; 



denn setzt man etwa «i -f t^i = 2/ und tri — r| s= 2«, so werden die Punkte 
(^,0 und pt respective (^-fy)y-f (^— y)ar = und {(i'\'V)y—{ti—v)^=0'i 
woraus die harmonische Beziehung der vier Punkte zu erkennen ist. 

Ebenso ergeben sich als die fraglichen harmonischen Punkte auf dep 
Diagonalen u^ und Vi respective 



(,,„):r, = 0, \^^ =0, 

Geraden 



welche drei Punkte auf der Geraden 
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liegen: diese Gerade mag die Conjugirte der Geraden g in Beziehung aof 
das Yierseit tuvx beifsen. 

S. 3. 
Ein analoger Satz ans der ebenen Geometrie ist der folgende: 
Die Pole einer beliebigen Transvereide in Beziehung auf alle 

Dreiecke, welche eine gemeinsame Spitze haben, und deren GrundliMen 

in eine und dieselbe gerade Linie fallen, liegen auf einer Geraden. 

Der Beweis dieses Satzes, welcber sich ieicbt ans den barmoniscben 

Beziehungen der Figur ergiebt, Isfst sieb der späteren Anwendung wegen 

analytisch^ etwa wie folgt, fahren. Die Transversale sei: 

(1.) xt-^-fiu^yv = 0, 
die gemeinsame Grundlinie der Dreiecke: 

(2.) '+ti-f r = 0, 

wo f^ tf^ r beliebige Constanten enthalten mögen, der gemeinsame Eckpunkt 

der Punkt: 

(3.) t=u = v 

und die in demselben zusammentreffenden Seiten von irgend drei Dreiecken: 

(4-) — 2/4-ii-fr = 0, / — 2ti + r = 0, /-fii — 2t;r=0. 

Um jetzt den Pol zu erhalten der Transversale (1.) in Beziehung auf 
irgend eines dieser Dreiecke, %. B. welches zu Seiten hat: 

(5.) /4-ti4.r = = /i, /— 2ii4-r = = tii, t'\'U—2v — = v^, 

nehme man diese Seiten als neue Coordinatenseiten, woraus: 

(6.) 3/ = /i-fiix-|-ri, 3ii = /,— tii, 3r = ^i — r^; 

folglich ergiebt sich als Gleichung der Transversale (!•): 

und als Pol dazu: 

^,(i + ^4-y) = lfi(i — ^) = rx(i-v), 

oder fflr die alten Coordinaten: 

aO (/+ti + r)(A+i^+^) = ('-2«+«^)(*-A*) = (<+«-2t^)(^-^)- 
Dieser Pol liegt auf der Geraden: 

(8.) (f^ + r)t'\'(y+l)u + {X'\^^)v = 0; 

denn aus den Gleichungen (7.) ergeben sich durch Trennung der Coordinaten 

27* 
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die beiden Gleichuogen: 

und durch deren Addition die Gleichnng (8.) 9 d. h. der Pol (7.) liegt aaf 
dieser Geraden. Aber aus der Symmetrie der Gleichung (8.) ergieht sich, 
dafs die durch sie dargestellte Gerade zugleich die Pole der Transversale (1.) 
in Beziehung auf die beiden anderen Dreiecke enthält, was zu beweisen war. 

§. 4. 

In der Geometrie des Raumes nunmehr tritt eine erste Analogie des 
Satzes (§. 2) in gewissen Eigenschaften des allgemeinen Fünfßachs hervor, 
d. h. des Systems von Figuren , welche sich aus der Dnrchschneidung von 
fflnf irgend wie im Räume liegenden Ebenen ergeben* 

Man kann sich vorstellen, dafs das Fflnfflach aus dem Tetraeder her- 
vorgeht durch die Dnrchschneidung mit einer fflnften Ebene; ab Diametral^ 
ebenen ergeben sich dann, wie frflher die Diagonalen des Yierseits, diejenigen 
vier Ebenen, welche die Eckpunkte des Tetraeders mit den Durchschnitts- 
geraden der fflnften Ebene und der jedesmaligen Gegenflächen verbinden. 
Jede dieser Diametralebenen durchschneidet die Seitenflächen des Tetraeders 
in vier geraden Linien, von denen immer drei durch einen Punkt, den be- 
treffenden Eckpunkt des Tetraeders, gehen, d. b. welche drei Dreiecke bilden 
mit gemeinsamer Spitze, und deren Grundlinien auf derselben Geraden liegen. 
Nennt man diese Dreiecke DiametraldreSecke, so hat man folgenden Satz: 

Wenn man durch ein Fünfflaeh eine Transversatebene legt und 
in jeder Diametralebene zu deren Durchschnitt mit der Transversalebene 
in Beziehung auf jedes Diametraldreieck den Pol construirt, so liegen 
die Pole jeder drei Dreiecke derselben Diametralebene auf einer geraden 
Linie (§• 3). Diese geraden Linien sind zu vier die Generairices des^ 
selben Systems eines Hyperboloids. 

Das Fflnfflach sei durch die Durchschneidung des Coordinatentetraeders 
mit der fflnften Ebene: 

(a?) : /-f ir4-r-}-fr = 

entstanden, wo wieder die Coordinaten t, u, v, w beliebige Constanten ent- 
halten, so sind die Gleichungen der Diametralebenen des Fflnfflachs, d. h. der 
Ebenen, welche die Eckpunkte des Coordinatentetraeders mit den Dorebschnitts- 
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geraden der entsprechenden Gegenflächen nnd der fflnften Seitenfläche x 
verbinden : 

{uvw,tx) : tt^r-ftr = = 3/1, 

{vwt^ux) : / -|-r^ir = = 3tii; 

(wtu,vx) : {-{-u ^fr = 0=:3ri, 

(tuv,wx) :/+•!+ r =0=:3fri; 

fflr diese Ebenen als neue Coordinatenebenen ergeben sich als Aasdrflcke 
der alten Coordinaten: 

/ = —2/1+ «1+ Vt+ ITi, 

u = /i— 2iix+ r^-f iTi, 
r = /i4- •*!— 2pi-|- u^n 

IT e= /i-|- Ili4- Vi — 2Wi. 

Nanmehr werde als Transversalebene bindarcbgelegt die Ebene: 

(JE) : «i4-/uiix4-yPi+GJtri = 0, 
so ist deren Darchschnitt mit der Diametralebene u'i: 

(JE, Wi) : iTi = 0, Wi+i^«^! -f yvi = 0. 
Diese Diametralebene aber schneidet aas dem Tetraeder tuvw drei Dreiecke 
aus, deren Seiten bestimmt sind durch die Darchscbneidnng mit den Ebenen 
u, V, wf V, t, w; t, u, w, d. h. welche fOr die Coordinaten ^, fii, v^^ Wi 
zu Gleichungen haben: 

— 2/i+tri4-rx = 0, /,-2tii+ri = 0, /i+ifi-2ri = 0, 
nnd die gemeinsame Grundlinie ist: 

ti+yi+v, = 0. 

Nach §• 3 liegen die Pole der Transversale {E, w^ auf der Geraden 
{9u) : 11^1 = 0, C^+K)/i + (i'+X)tii+(A-fit^)ri = 0. 
Nennt man diese Gerade g^ die Conjugirte der Transversalebene in Be- 
siehung auf die Diametraldreiecke in w^^ so erhält man im Gancen fflr alle 
vier Diametralebenen folgendes System von Conjugirten: 

{9i) : '1=0, (^+®)Wi+(®+iti)ri4-(^4.y)ii^i = 0, 

(^«):tii = 0, (t^+0)A +(ß^ + A)ri + (A + i')M^i = 0, 

(^J:r, = 0, G«i+»K+(0+A)if, +(i4.;i)u;, = 0, 

(^J:m^i = 0, Cti+yH + (y + X)ii, + (X + iu)ri =0, 
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Gleicbangen, in denen die Coefficienten in Beziehang auf die Diagonale sym- 
metrisch sind, d. b. welche ein System von Generatrices derselben Erzeogongs- 
art eines Hyperboloids darstellen (Siehe spfiter). 

Das allgemeine POnfflacb gestattet fünf Grnppirnngen seiner Seiten- 
flächen zn vier als Seitenflächen von Tetraedern, je dorchschnitten von der 
fOnften Ebene als Transversalebene, und darum ebensoviel Systeme von je 
vier Diametralebenen, von denen jedoch immer zwei zusammenfallen; der 
eben bewiesene Satz Ififst sich also folgendermafsen verallgemeinern: 

In jeder der zehn Diametralebenen des vollständigen Fünfflachs 
liegen drei Diamefraldreiecke und die Pole der Durchschnittsgeraden 
einer beliebigen Transversalebene mit den einzelnen Diametralebenen in 
Beziehung auf die zugehörigen Diametraldreiecke je auf einer Geraden, 
alle dreifsig Pole also auf zehn Geraden. Diese zehn Geraden sind 
zu vier die Generatrices desselben Sgstetns von fünf verschiedenen Byper- 
boloiden. 

§. 5. 
Wir gehen jetzt zur Untersuchung eines Sechsflachs aber, von wel- 
chem drei Paar Ebenen sich in geraden Linien einer and derselben 
Ebene durchschneiden, und betrachten dasselbe etwa als Hexaeder im 
engeren Sinne, d. h. als* Körper mit acht dreikantigen Ecken, jedoch mit 
erweiterten Seitenflächen, und dessen Gegenflächenpaare in einer (nunmehr 
aufserhalb des KernkArpers liegenden) siebenten Ebene das Dreieck ABC 
ausschneiden. Die Gegenflächenpaare des Kernhexaeders seien: 

A^ = AiB2DiC2 und ^2 = JaB^Z^aCi, 

Bi = Bi C^ Dl A% — B2 = B2 C1D2 Ai ) 
ri = CiA2DiB2 - 7^2 = CailiZ^i^i^ 

von denen sich 

Ai und A2 in BC, B^ und A in CA, F^ und T, in AB 

durchschneiden mögen. Zieht man jetzt die zwölf Diagonale in den Seiten- 
flächen des Kernhexaeders, so sind diese die Seitenkanten von zwei Tetraedern 
AiBiCiDi und A2B^C2D2^ von denen sich leicht ergiebt, dafs sie homologe 
Tetraeder sind. Nimmt man nämlich irgend zwei correspondirende Seiten- 
dreiecke dieser Tetraeder, z.B. BiCiD^ und BaC^A« so durchschneiden 
sich deren entsprechende Seiten B^Ci und B2C2^ CfDi und C^A, DiB^ 
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D2B2 als gerade Linien in den Gegenflächen des Kerntetraeders und, weil 
sie SU zwei in einer Ebene liegen, resp. in Punkten auf den Seiten CB, 
AB und CA des Dreiecks ABC, d. b. die Seitenflficben Bß^D^ und B^C^D^ 
selbst durcbscbneiden sich in einer geraden Linie, welche in der Ebene des 
Dreiecks ABC liegt. Dasselbe gilt von den drei flbrigen Paaren von Seilen- 
flflchen der beiden Tetraeder, und diese liegen darum nach der Ponceletsc\ien 
Erweiterung des Desarguesscheji Satzes homolog, d. h. die Verbindungsgeraden 
der correspondirenden Eckpunkte beider Tetraeder A^A^^ B^B^^ C1C2 und 
B1D2 gehen durdb einen und denselben Punkt. Diese Verbindungsgeraden 
aber sind die Diagonalen des Kerntetraeders: man hat darum folgenden Satz: 

Wenn sich die drei Gegenflächenpaare eines Hexaeders in Geraden 
iner Ebene durchschneiden, so gehen die vier Diagonalen desselben durch 
einen und denselben Punkt 

Dieser Durchschnittspunkt der vier Diagonalen sei der Punkt D und 
werde als vierter Eckpunkt des Tetraeders ABCD genommen, dessen drei 
Kanten BC, CA und AB die gemeinschaftlichen dritten Diagonalen der Vier- 
seite in den Gegenflächenpaaren A^ und ^2, B^ und Ä^ A und A sind. 
Deshalb möge das Tetraeder ABCD, sowie die beiden Tetraeder AfifiiDi 
und J2A2d^2 9 deren Kanten die Diagonalen in den Seitenflächen des Kern- 
hexaeders sind, mit dem geroeinsamen Namen Diagonaltetraeder bezeichnet 
werden. 

Diese Benennung rechtfertigt sich auch dadurch, dafs ebenfalls die 
Kanten AD^ BD, CD als Diagonalen gewisser Vierecke auftreten, nämlich 
zugleich mit zwei Diagonalen der Gegenflächenpaare in den Vierseiten, welche 
in den Diametralebenen des Hexaeders durch zwei Gegenkanten und zwei 
Diagonalen des Hexaeders ausgeschnitten werden, z. B. die Kante AD bildet 
zugleich mit A^Di und A2D2 das System der drei Diagonalen des Vierseif s, 
welches in der Diaroetralebene A1D1A2D2 su aufeinanderfolgenden Seilen die 
Diagonalen des Hexaeders A1A2 und DJ)2 und die Gegenkanten A1D2 und A2D1 
hat, oder auch AD, BC und B^Ci sind die drei Diagonalen des Vierseits, 
welches in der Diametralebene B1C1B2C2 zu aufeinanderfolgenden Seiten die 
Diagonalen des Hexaeders B1B2 und C1C2 und die Gegenkanten B^C^ und 
B2C1 hat, und ähnlich die beiden andern Kanten BD und CD. 



212 Hermes ß Satz vom Viereeit auf den Raum ausgedehnt. 

§. 6. 
Nanmebr heifst der Satx vom Hexaeder, dessen vollslflndige Analogie 
zu dem von den Diagonalen des Vierseits (§.2) niclit zu verbrennen ist: 

Die Pole einer beliebigen Transversalebene in Beziehung auf die drei 
Diagonaltetraeder des Hexaeders liegen auf einer geraden Linie, 
oder, wenn die Transversalebene im Unendlichen liegt, 

Die Schwerpunkte der drei Diagonaltetraeder des Hexaeders liegen 

auf einer geraden Linie, 
wo also vorausgesetzt ist, dafs sieb die Gegenflflcbenpaare des Hexaeders in 
Geraden einer Ebene durcbscbneiden , oder die vier Diagonalen desselben 
durcb einen und denselben Punkt geben. 

Das Secbsflacb entbfilt in seinen secbs SeitenflScben und secbs Dia- 
melralebenen zwölf voUstfindige Vierseite, welcbe zu zwei eine Diagonale 
gemeinsam haben: zunächst nftmlicb die Yierseite der GegenflAcben, deren 
gemeinschaftliche Diagonalen die Kanten BC, CA, AB sind, dann die Yier- 
seite jeder zwei Diametralebenen, welcbe in einer der Kanten AD, BD, CD 
als gemeinsamer Diagonale zusammenslofsen, endlich jede zwei Vierseite einer 
Seitenflfiche und einer Diametralflficbe , welche durch Gegenkanten zweier 
Diagonaltetraeder (z. B. durch die Gegenkanten BC und AD, B^Cg und 
AfDi') gehen, also in einer Diagonale einer Seitenfläche des Kernbexaeders 
{A2D2) Obereinkommen. Legt man jetzt durch das ganze System eine Trans- 
versalebene und construirt zu den Durchschnittsgeraden derselben mit den 
einzelnen Vierseitsebenen die Conjugirten (§.2), so liegen diese fflr jede 
zwei Vierseite, welche eine Diagonale gemeinsam haben, in einer Ebene, 
weil sie durch denselben Punkt dieser Diagonale gehen mflssen, im Ganzen 
also zu vier in drei Ebenen. Die Conjugirten nämlich jeder vier Vierseite, 
welche durcb Gegenkantenpaare der drei Diagonaltetraeder (z. B. durch 
BC und AD, BiCi und A^Di^ B^C^ und A^D^) geben, liegen in einer 
und derselben Ebene. Jede dieser drei Ebenen mufs alle drei Pole der 
Transversalebcne in Bezug auf die Diagonaltetraeder enihalten, weil jede 
durch die conjugirten harmonischen Punkte zu den Durchscbnittspunkten von 
Gegenkanten dieser Tetraeder mit der Transversalebene gebt (§.1.): darum 
schneiden sich diese Ebenen in einer geraden Linie, auf welcher zugleich die 
fraglichen Pole selbst liegen müssen. 
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§.7. 
Der analytische Beweis des eben entwickelten Satzes giebt tu einer 
neuen Auffassung der in ihm enthaltenen Resultate und damit zu einer fer- 
neren Analogie unseres Satzes von den Diagonalen des ebenen Yierseits für 
die Geometrie des Raumes Anlafs. 

Die drei Diagonaltetraeder nämlich stehen in der eigenthflmlicben 
fieziehung zu einander, dafs sie zu zwei in vier verschiedenen Anordnungen 
ihrer Eckpunkte homolog sind, nSmIich: 

ABCD und DyCfi^A, mit dem Pol A., 
ABCD - CD^AJB, - - - Ä2, 
ABCD - B,Afi,C, - - - C2, 
ABCD - Afiß.D, - - - ö,; 



ferner : 



ABCD und D^CjB^A^ mit dem Pol A,, 
ABCD - C2D2A2B2 - - - Bj, 
ABCD - B2A2D2C2 - - - Cj, 
ABCD - A2B2C2Ü2 - - - ö^; 



endlich : 



AiBßiDi und D2C2B2A2 mit dem Pol A, 
AJBßiDi - C2D2A2B2 - - - Bj 
A,B,C,D, - B2A2D2C2 - - - C, 
AiBiCiDi - A2B2C2D2 - - - Ä 

Es iäfst sich beweisen, dafs die Gegenfiächenpaare des Kemhexaeders 
Ai und ^2, B^ und £29 ^1 ^^^ ^2 respecüve eonjugirte harmonische 
Ebenen 'Zu den Seitenfiächenpaaren des Diagonaltetraeders ABCD, 
i^etche in den Kanten BC, CA, AB zusammenstofeen, sind. Von diesen 
Ebenen nämlich enthält jedes Paar des ersten Systems zwei Diagonalen und 
das entsprechende Paar des zweiten Systems die Endpunkte der dritten Dia- 
gonale eines Paars von Diametralvierseiten, z. B. in ^j und ^2 liegen die 
Diagonalen A^D^ und ^2^29 und BCD und BCA gehen respective durch 
die Endpunkte D und A der Diagonale DA des Diametralvierecks DA2AD2J 
oder auch in Ai und A2 liegen respective die Diagonalen B2C2 und jBiCi, 
und BCD und BCA gehen respective durch die Endpunkte D und A der 
Diagonale DA des Diametralvierecks DB^ACi^ und ähnlich die übrigen. 
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Nimmt man darum das Diagooaltetraeder ABCD als Coordinaten- 
tetraeder, so lassen sich die GegenflftcheDpaare des Hexaeders durch folgende 
Gleichungen darsteilen: 

iA^=^ Afi^Dfia : /+ M^ = 0, und A^ = AJBJ)^Ci : I— 0^ = 0, 

(1.) jjBi=Ä,C2Öi42 : 11 + 11^ = 0, und A = Ä2CjA^i : « — » = 0, 

\r^=^C,A^Dfi^ : r-f to = 0, und T, = C^ JiOA : r — ir = 0, 

wo i, ti, V, w als mit beliebigen Constanten multiplicirt angenommen werden. 
£s ergeben sich hieraus als Gleichungen der Diametralebenenpaare^ welche eine 
der Kanten AD, BD, CD gemeinschafllich haben: 

IBßfi^ß^ : II 4- 1? = 0, und AiD^AJ)^ : ti — r = 0, 
C^il.CaJj .' t? + f «= 0, und BJOfi^Dr, : r — / = 0, 
Afi.A^B^ : / + 1# = 0, VLnA CJ)fiJ[)^ ; t — u = 0^ 

i. h. auch die Diametralebenen eind zu zwei conjugirte harmonische 
Ebenen in Beziehung auf die in defn Durchschnittspunkl der Diagonalen 
des Hexaeders zusammenstofsenden S^tenfiächen des Diagonaltetraeders 
ABCD. 

Die Eckpunkte ferner des Diagonaltetraeders JiBiCi/^jl erhält man 
der Reihe nach als Durchschniltspunkte der Ebenensysteme Ai^ £29 ^2; 
Bi^ llt, A^y i^M ^39 ^2; -^19 -^19 I'i' ihre Gleichungen sind also: 

IAi : — /s= 11= r=5 tJb, 

B, : /==:-^t«= r= w. 

Vi : t= ti = — r=: w, 

Dl : /= 11 == v = —w, 

aod deunach die Gleicbtingen ihrer SeitenflficheD : 

Ä,C,ßi ; — < + « + r-|.u> = Or;= 2/,., • 
CiAiDi : < — tt-f D-f u; r= = 2tii, 
|iltBil>t : t-\-ti—v-{-w = =t 2i>i, 
JjÄ.Ci : / -f ti -f 0— tr = == 2tr.. 

Auf ähnliche Weise erhfilt man fflr die Eckpunkte, des Diagonaltetraeders 
Jaff^CjA) als Durchschnittspunkte der Ebenensysteme Az^ Bi , Fi; B^^ Fi^ Ar, 
r^^ Aij £i; ^a) £29 ^29 die Gleichungen: 



(4.) 
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IA2 : t = — u = — r = fi^, 
C2 : — /=— 11= v=^w, 
D2 : /= ti= p = t«? 

und daraus als Gleichungen ihrer Seitenflächen: 



(60 



fijC^A : /— fi — t?-f-ti^ = = 2/2, 
QA2D2 : — /-f II — »4-0^ = = 2112, 
A2B2D2 : — <— n-f t?-f «^ = 0==2r2, 

A2B2C2 : f-f-ti + ü-f w> = = 2u^2. 



Aus diesen Gleichungen lassen sich leicht die am Anfange dieses Paragraphen 
gemachten Bemerkungen Ober die vierfach homologe Lage der Diagonal- 
tetraeder yerificiren, und zugleich ergeben sich die Gleichungen der Ebenen 
der Homologie selber. Denn zunächst erhflit man aus den Gleichungen (4.) als 
Gleichungen der Ebenen der Homologie fflr die beiden Tetraeder ABCD 
und AiBiCiDi oder tuvw und liUiViWi in vier verschiedenen Gruppirungen: 

/— 11 — r-j-ir= — ^i + ^'i + '^i — •^1 = 0* 
(70 j — t-\'U — v+w= /i — ifi+ri — u^i = 0, 

und als die zugehörigen Pole für die Coordinatentetraeder^0d> und AJißJ}^: 
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/=— if=— r = fr, oder — <!«= tii= r| = — u>^, 

— *== ii=— r = ir, oder /js=— tii= »1= — iti, 

— /=—ti= rssir, oder /i= iii=:— rit=— i^j, 

<= ti=s r = ir, oder <i= ti|= i>, = m^j, 



d. h. die einzelnen Seitenflächen und zugehörigen Gegenecken des dritten 
Diagonaltetraeders A2B2C2D2. 

Dafs die Ebenen (70 die Ebenen der Homologie der beiden Tetraeder 
ABCD und AiBfiiD^ sind, folgt aus den Gleicliungen (70 selbst^ welche 
zeigen, dafs jede dieser Ebenen bei dem Uebergange von dem einen Coor- 
dinatensystem zum andern sich selbst entspricht. 

28* 
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Aebnliche Resultate ergeben die Gleichongen (6.), und es Ififst sich 
demnach folgender Satz aussprechen: 

Die drei DiagonaUetraeder eines Hexaeders, dessen vier Dia-- 
pönalen durch einen und denselben Punkt gehen , sind zu zwei in vier 
verschiedenen Anordnungen ihrer Eckpunkte homolog, und zwar sind 
für die vier Zusammenstellungen von irgend zwei dieser Tetraeder als 
homologer Tetraeder die Eckpunkte des dritten Diagonaltetraeders die 
zugehörigen Pole der Homologie, und die respeetiven Gegenflächen des- 
selben die zugehörigen Ebenen der Homologie. 

§.8. 

Betrachten wir jetzt zwei vierfach homologe Tetraeder an und fflr 
sich, das eine als Coordinatentetraeder und das zweite durch eins der Systeme 
von Gleichungen (4.) oder (6.) dargestellt, also etwa die beiden Tetraeder 
luvw und tiUiVjWi^ so ergiebt sich durch die Vergleichung mit den analyti- 
schen Entwicklungen von §*2 sehr einfach, dafs in jeder Seitenfläche eines 
der beiden Tetraeder durch die Seitenflächen des andern ein vollständiges 
Vierseit ausgeschnitten wird, dessen Diagonalen die Tetraederkanten dieser 
Seitenfläche selbst sind, z. B. in der Seitenfläche w des Coordinatentetraeders 
sind die Durchschnittsgeraden mit den Seitenflächen von tiUiV^Wii 

ir = 0, —t^u^v — 0, 

tD = 0, i^ti — r==0, 

d. h. die Seiten eines Vierseits, dessen Diagonalen 

sind; legen wir nun durch das System der beiden Tetraeder die Trans- 
versalebene 

(JE) : U'{-fiU'\'VV'\'Ww =i 0, 

so ist die zu ihrem Durchschnitt mit der Ebene ir=0 gehörige Conjugirt6($.2): 

•» = <•' f+^ + T^O. 
und so ergeben sich als die Conjugirten zu den Durchschnitten der Trans- 
versalebene E mit allen vier Seitenflächen des Coordinatentetraeders: 
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• = «. T+7 +t = »' 

«' = •'• T+7 + T ="' 
Linien, welche in der Ebene 

liegen, d. h.: 

jDt^ Seitenflächen einee Tetraeders werden durch die eines ihm 
pierfach homologen Tetraeders in vier Vierseiten durchschnitten, welche 
in der Beziehung zu einander stehen, dafs die Confugirten der Durchs 
schnittsgeraden einer betiebigen Transversalebene mit den Seitenflächen 
des ersten Tetraeders in Bezug auf diese Vierseite in derselben Ebene 

Berlin, im Octoher 1858. 
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lieber homologe Tetraeder ^J^). 

(Von Herrn 0. Uermei.) 



§. 1. 

Uie Sfilze über perspectivische Tetraeder von Poncelet (traite des 
propri^tös project., art. 582) sind nur besondere Ffille allgemeinerer Sfitse 
Aber Tetraeder, deren Eckpankte paarweise liegen aaf Generalrices derselben 
Erzeugongsweise eines Hyperboloids, welche knrz hyperboloidische Gerade 
heifsen mögen. 

Dem Beweise dieser Sfllze mag vorangehen die Herleitang der Be- 
dingungen, welche erforderlich sind, damit eine gegebene Gerade auf einem 
Hyperboloid liegt Diese Aufgabe läfst sich unter einem zweifachen Gesichts- 
punkte auffassen: 

Erstens, wenn die drei Geraden 

■*lt "iS **i4 

gegeben sind, die Bedingungen zu finden, welche zwischen den Coefficienten 
a staltfinden mOssen, damit eine vierte Gerade: 

^At ^41 ^48 

mit den ersteren hyperboloidisch liege, d. h. damit auch der vierte Eckpunkt 
(t,v,v) des Coordinatentetraeders auf dem durch die drei durch (u,P,w)y 
(v, t, ir), (t, u, w) gezogenen Geraden Qu gu^ 9v bestimmten Hyperboloid liege, 
und die durch diesen Eckpunkt gezogene Gerade ^,^ eine Generatrix desselben 
Systems sei. 

Zweitens, die Beziehungen zu finden zwischen den Coefficienten a 
in den Gleichungen der geraden Linien 



*) Die SS. 1 — 9 sind ein Auszug aus einer Abhandlung des Verfassers im Oster- 
Programme des Cölnischen Real -Gymnasiums vom Jahre 1856. 
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damit eine vierte Gerade: 



u 






**14 



w 



to 



•88 



*B4 



= 0, 



= 0, 



= 



aof dem dorch die drei ersten Geraden bestimmten Hyperboloid liege, d. h. 
damit aoch die vierte Seitenflficbe tr = des Coordinatentetraeders das Hyper- 
boloid in geraden Linien durchschneide, also Tangentialebene desselhra. sei. 
Die reciproke polare Beziehung beider Aufgaben tritt klar hervor: 
dasselbe gilt für ihre Lösungen: , ; .,: . 





u 




V ^ W 
«18 "«u' 


.{Am) : t^O, 




f 




= 


«ff "^«84* 


{Bß):u = 0, 




«.1 


M 




w 


{Fr) :»-0, 


«.I «.t ^«14 


t_ 
«1« 




= 


V 


(JS) : tt> = 0, 


«14 ^«.4 «.4 



1) die vier durch die Eckpunkte 
A, B, C, D des Coordinatentetraeders 
gelegten Geraden seien: 

(Aa) 
(Bb) 
(Cc) 

(Dd) 

damit eine Gerade auf einem gegebenen 
Hyperboloid als Generatrix eines bei- 
stimmten Systems liegt, mufs eine Ebene, 
durch sie und irgend einen Punkt des 
Hyperboloids gelegt, dasselbe dorch- 
scbneiden in der Generatrix des zwei-^ 
len Systems, welche durch diesen Punkt 
geht} legt mau also durch drei Genera* 
trices desselben Systems und einen 
Punkt der Fläche Ebenen, so mOssen 
sich diese in einer und derselben Ge- 
raden durchschneiden. 



2) die vier in den Seitenflfichen 
A, B, r, J des Coordinatentetraeders 
liegenden Geraden seien: 



damit eine Gerade auf einöm gegebenen 
Hyperboloid als Generatrix ^ines be- 
stimmten Systetais liegt, mufs ihr Durch- 
schnittspunkt mit irgend einer Tangen- 
tialebene des Hyperboloids liegen in 
der Generatrix des zweiten Systems, 
welche in dieser Ebene enthalten ist; 
die Durchschnitlspunkte also von drei 
Generatrices desselben Systems mit 
einer Tangentialebene der FIflche müs- 
sen in einer und derselben Geraden 
liegen. 



220 



Hermes, über homologe Tetraeder. 



Solche Ebenen sind: 



(BbjA): — = — -, 



{Cc,A) 



u 



»Bt 



«t4 

w 



(Dd,A) : ^ = :^ 



oder: 






Solche Ponkte sind: 

(Bß,A) : 1=0, 11=0, ^ + ;Ji=:0, 



{ry,A):t^O, t;=0, — 



+ J1=0, 



•«» 



«S4W = «t4«' > 

und diese drei Bbenen durchschneiden 
sieb in derselben Geraden, wenn 

«18 = ««» 

ist; die DarcbschniUsgerade ist dann: 

«84«* = 0,4 V = «.5 w?. 
Wenn ebenso 

«81 =«18 0°d «1, = ötl» 

so dorcbschneiden sich die Ebenen- 
systeme (Cc,B), {Ja,B), {Dd,B) und 
{Aa,C), (Bb,C), (Dd,C) resp, in den 
Geraden : 



«14 «84 

oder : 

<=0, U=0, «t4«^+«t8"'=0f 

/=0, t;=0, o,^u +«„«^=0, 

f=0, u?=0, aa4«*+«t4*' =0; 

und diese drei Punkte liegen in der- 
selben Geraden, wenn 

«18 = «8t 

ist; die Verhindungsgerade ist dann: 

1 = 0, «,4W+a,,v+«„to = 0. 
Wenn ebenso 

«81 =«18 and a,, = 0,,, 
so liegen die Punktsysteme (ry,B\ 
{Aa,B\ (JS,B) und (Ja,r\ (Bß,r)^ 
{Ji,r) resp, in den Geraden: 



«84 < 



= «14«^ = «81«' 



nnd 

«t4<^«i4«* =a,,ir, 

und es ist leicht zu sehen, dafs alsdann 
auch die Ebenen (Ja, D), (Bb, D), 
(Cc, D) sich durchschneiden in der 
Geraden: 

a„# = o,jfi = Oj,r. 

Damit also vier durch die Eck- 
punkte des Goordinatentetraeders ge- 
zogene Geraden hyperboloidiscb liegen, 
mflssen die Coefficienten ihrer Glei^ 
chungen der Bedingung 



an 



an 



und 



u = 0, «,,i 
i;=0, a^J+a^^u 



+ «U«^ + «81«<^ = 

+a„i«? = 0, 
und es ist leicht zu sehen, dafs alsdann 
auch die Punkte {Aa, J), (Bß, J), 
{ry,J) liegen in der Geraden: 

ti? = 0, «„H«8iw+«it» = 0- 

Damit also vier in den Seiten- 
flächen des Goordinatentetraeders ge- 
zogene Geraden hyperboloidisch liegen, 
mflssen die Coefficienten ihrer Glei- 
chungen der Bedingung 
an = au 
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geaOgen, ond zu den vier hyperboloidi- 
schen Geraden: 



(Aa): 



(Bt) : ^ 



V 



18 
V 



»18 



u 



w 

147 
W 



V 



«14 ••84 ••84 

geböreo als die Generalrices des zwei- 
ten Systems durch die Eckpunkte des 
Coordinatentetraeders : 



«84 < 



«84«=«t4«^=«t8<<^* 
= «14 «^=«18«^* 
«84^ = «14«« -«,.Wi 

«88< = «ia« = «lt«^ 



genOgen, und zu den yier hyperboloidi- 
schen Geraden: 



•it 



*18 



•14 



(B/9):« = 0, -- 



«88 «84 






(J*):to = 0, i-+i?. + :iL 



«14 



0, 

:0 



gehören als die Generatrices des zwei* 
len Systems in den Seitenfl&chen des 
Coordinatentetraeders : 

I = 0, «,4<« + «84 «'+««8«' = Of 

i#=rO, a^j +«14 «+«!•«' = 0, 
tt? = 0, «,s<+«i.M+«,.t; «0, 



Wenn die ersten drei Geraden zu dem einen und die vierte Gerade 
zu dem zweiten System Ton Generatrices eines Hyperboloids gehören, so hat 
man nur die Bedingungen aufzustellen, dafs die letztere Jede der ersteren 
durchschneidet, d. h. dafs die Gerade *) 



mit jeder der drei Geraden: 



«41 




«41 ^ «48 

U V w 

— SS — as — 

«18 «18 «14 


«1. 




"" «88 "^ «84 


t_ 
«.1 


= 


u w^ 

«8t "" «84 



in einer Ebene liegt. Dies ist der Fall, wenn die Bedingungen: 

2Äls=fil 2ü=:f^ 5k-=f^ 

«48 «18 ' «41 «11' «4t «8t 

erfallt werden, d. h., nachdem man etwa 



«) Die analytischen Entwicklungen ffir das reoiproke polare System sind hier und 
in den folgenden Paragraphen leicht zu erginzen: s. das angef&hrte Programm. 

Journal für Ifatbemaük Bd. LVI. Heft 3. 29 



222 



Herme», über homologe Tetraeder. 



gesetst hat, wenn die Proportion 



stattfindet. 



111 

«« : «42 : fl« — 57 * öT • ö~ 
"«» •*»« "li 



§. 2. 

Man hat nonmehr folgende zwei allgemeine Sfltse: 

Wenn die Eckpunkte zweier Tetraeder auf vier hyperboloidischen 
Geraden liefen, so sind die Durchschnittslinien der entsprechen^' 
den Tetraederflachen hj/perboloidische Gerade. Vergib Caylegf, im 
Qoarterly Jonrn. Vol. 1, pag. 10. 



und: 



Wenn sich zwei Tetraeder in der Weise entsprechen, dafs die 
resp. Durchschnittslinien ihrer Seitenfldcheti hyperboloidisch sind, so 
sind die Verbindungslinien der correspondirenden Eckpunkte ebenfalls 
hyperboloidisch, 

welche Sätze sich, der eine ans dem anderen, durch die Theorie der reci- 
proken Polaren ergeben. 

Es seien die vier Punkte gegeben: 



(1.) 



«11 
j_ 
«ti 

i_ 

l«M 
»41 



U 

u 

«tl 

tt 

«.t 

u 

«41 



man setze die Determinante 



(2.) 



«u» 

«4M 



«B» 

«a» 

«»j 

«42 t 



«13) 
«»» 
«Uf 
«43» 



V 
V 

«t. 
«.. 

V 
«4. 



«2» 
«3t 
«44 



W 

w 

«14' 

w 



= R 



ond beseiciine die Differentialqaotienten dieser Determinante nach ihren ver- 
schiedenen Elementen durch das entsprechende Element in Klammern ein- 
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geschlossen, nfimlich allgemein: 

(3.) :^ = («»), 

SO sind die Gleichungen der Ebenen durch je drei dieser Punkte, d. h. der 
Seitenflfichen des Tetraeders, welches die vier Punkte zu Eckpunkten hat: 

fi = («u) '+ («12) w + («13) «^ + (014) tv = 0, 
(4.) ) •'*=(^»)'+(^)«'+(^)«^ + (^4)«^ = 0, 

Die Gleichungen (1.) stellen fOr verschiedene Werthe der Coef&cienten 
tfu9 ^9 ^339 ^44 ganz allgemein vier Punkte dar, welche auf den geraden 
Linien : 

(5.) 

(Sfw) 

liegen; wenn nunmehr die Bedingung: 

(60 aa = fl« 
stattfindet, d. h. die Geraden (5.) hyperboloidisch liegen (§. 1), so sind auch 
die Partialdelerminanten 

(7.) (aa) = (au), 
d. h. die vier Geraden 

sind ebenfalls hyperboloidisch, was sn beweisea war. 

§. 3. 
Wenn zwischen den Coef&cienten in den Gleichungen (1.) eine Re- 
lation stattfindet von der Form: 





U 


= 


V io 

«IS "«u' 


' «.1 




=— 


«1. ««4' 


' 0.1 ^ 






w 


t 

«41 


II 

=s — 




V 



•fL = f=t oder 1*«' "" { = 0, 

«« "ml f«i«»* «mit 
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WO i, k, I, m irgend welche vier yerschiedene von den Indices 1, 2, 3, 4 
bedeoten, d. h. (§. 1), wenn von den Geraden (5.) zwei in einer Ebene lie- 
gen, so findet zwischen den Partialdeterminanten (a^), (an)^ (a^k)^ (a^) eine 
fihnliche Beziehnngsgleichnng statt, d. h. es liegen aach von den Geraden (8.) 
zwei bestimmte in einer Ebene. Es ist närotich: (Jacobi, de formalione et 
proprietalibus Determinantiom, Band 22 dieses Journals §• 10, GL 5.) 

J|._ü*_ = an dR dR BR 
d. h. fflr die vorige Bezeichnung: 
wenn also 

«a-ömZ — «rnl-Äa = 0, 

so ist auch: 

(ä„) . (aiJ — (114 J • (au) = 0, 

oder was dasselbe ist, wenn 

Von den sechs Combinationeo, welche dieser Sats zalsfst, sei irgend eine 
hervorgehoben, z. B. 



J«-^^-Uo, soistauch}^^*^'^^^^^}: 

fÖ42, Oül 1(024)^ («54)1 



mit der geometrischen Bedeutung, wenn sft und jfu, (&•) dich durchschneiden, 
so liegen die Geraden (u, u^) und (r, Vi) in derselben Ebene, d. h. 

Wenn von den Verhindungelinieti der Eckpunkte zwmer Tetraeder 
zwei in einer Ebene liegen, eo liegen auch die Durchschnittegeraden 
derjenigen zwei Flächenpaare der Tetraeder, welche die durch jene 
Eckpunkte gehende Kante gemein haben, in einer Ebene, und um- 
gekehrt der reciproke polare Satz. 

Wenn femer ^^ ^u und g^ je mit g^, in einer Ebene liegen, so liegen 
auch (tpti\ (ti^tfi), {v,Vi) in einer Ebene, d. h. 

Wenn eich zwei Tetraeder ih der Weise entsprechen, dafs die Ver^ 
bindungsUnien ihrer Eckpunkte auf einem Hyperboloid liegen, eo 
jedoch, dafe nur drei von ihnen zu demselben System von Genera^ 
trices dieser Fläche gehörent so liegen von den Durchschnittsgeraden 
der correspondirenden Tetraederflächen drei in einer Ebene; 
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und zwar darcbschneiden sich in Geraden derselben Ebene die Fläcbenpaare, 
welche den Tetraederecken angehören, deren Verbindangslinie als Generatrix 
des zweiten Systems die drei anderen Verbindongslinien durchschneidet. 

Wenn drittens der Reihe nach ffi und ffu» 9u und g^, g„ und gy,, 
gu, und gi in einer Ebene liegen , so liegen auch die Durcbschnittsgeraden 
(r,ri) und {w,Wt)^ (tv,Wi) und (/,(i), it,iO ond (tr,«i), (u^u,) und (v,Vi) 
in einer Ebene, d. h. 

Wenn die Verbindungslimen der entsprechenden Eckpunkte zweier 
Tetraeder die Seiten eines windschiefen Vierseits sind, so sind die 
DurchschmttsÜmen der eorrespondirenden Tetraeder/lachen ebenfalls 
die Seiten eines windschiefen Vierseits. 

Liegen gt und gu, gu ^d g^, g^ und y« in einer Ebene, so findet 
dasselbe fOr die Durcbschnittsgeraden von {t,ti\ {u,u^^ (t^>t?i) je mit {w,Wt) 
statt, d. b. 

Wenn von den Verbindungslinien je zweier Eckpunkte zweier Te- 
traeder drei durch einen und denselben Punkt gehen, so durch-- 
schneidet von den Durchschnittsgeraden der entsprechenden Tetraeder^ 
flächen eine £e drd anderen. 

Nimmt man endlich an, dafs die Verbindungslinien der Eckpunkte 
zweier Tetraeder alle durch einen und denselben Punkt gehen, so liegen die 
Durcbschnittsgeraden der entsprechenden Tetraederflflchen in derselben Ebene, 
— der erste Ponceletsohe Satz. Die Umkebrungssfltze ergeben sich durch 
die Theorie der reciproken Polaren. 

§. 4, 

Die in %. 1 behandelte Aufgabe wird durch die Aufgabe vervollständigt, 
durch zwei gegebene Punkte eines Hyperboloids diejenigen beiden Geraden 
zu construiren, welche zu zwei anderen auf dem Hyperboloid gezogenen 
Geraden als Generalrices desselben Systems gehören, oder kürzer: durch 
zwei gegebene Punkfe zu zwei windschiefen Geraden hyperboloidisohe Ge- 
rode zu ziehen. 

Die beiden gegebenen Geraden seien: 

U V w 



(Ja) 



o. 



(!»»): f =:^ = ^, 
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und die beiden Punkte die Eckpnnlcte C und D des Coordinatentetraeders 
ABCD: so sind die Ebenen 



{Aa, C) : iL — J^ oder HuW 



ai2W, 



{Bb, C) : — = — oder 024^ = a^w; 

beide Ebenen enlballen die Generatrix des zweiten Systems durch den Punkt C, 
dieselbe ist also: 

{Ce') : a2^t = ai^u =a^^wf 

ebenso ergiebt sich: 

{Dd*) : «23/ = 031« = 012«^: 
die Geraden Aa, Bb, Cc\ Dd* bilden ein windschiefes Vierseit, d. h. : 

Alle Uifperboloide, welche durch zwei windschiefe Gerade und 
aufeerdefin durch zwei Punkte gehen, haben zugleich ein windschiefes 
Vierseit gemeinschaftlich. 
Mehr noch: die Ebene durch Dd' und C enthfilt die Generatrix des ersten 
Systems Cc, und ebenso die Ebene (Cc\ D) die Generatrix Ddi diese Ebe- 
nen sind: 

{Dd\ C) : 02^1 = ünU oder — = iL, 

{Cc', D) : a^Jl = a^ju oder — - = ^ ; 

••14 "14 

ebenso liegen die Generatrices des iweiten Systems Aal und BV in den 

Ebenen : 

(Bb, i4) : — = — oder a^^v = a2iw, 

«iS «14 

{Aa, Ä) : — = — oder «ur = 0131«^. 

«14 «14 

Diese vier Ebenen bilden ein Tetraeder, welches dem Coordinatentetraeder 
umschrieben ist, und zwar in der Weise, dafs die Seitenflächen desselben 
durch die beiden Gegenkanten {t, u) und {v, w) des Kerntetraeders gehen. 
Man hat also folgenden Salz: 

Alle Hgperboloide, welche einem Tetraeder umschrieben sind und 
durch ein und dasselbe windschiefe Vierseit gehen, sind zugldcA 
einem zweiten, dem ersten Tetraeder utnschriebenen Tetraeder ein* 
geschrieben. 
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Die Ponkte a, b, e, d, in denen die Generatrices des ersten Systems 
Aa, Bb, Ce, Dd resp. die Gegenflaclien des Kerntetraeders durchschneiden, 
liegen auf den Geraden: 



{Ba) : /=0, 








(Ab) : u — O, 






-.".+:=•' 


iDc) : » = 0, 


1_ 
«« 


— 


.'. 


{Cd) : u> = 0. 




-- 


i 



vier Gerade, deren Coefficienten der Relation 

^ik = «1/ 
genflgen, welche also hyperboloidisch liegen, d. h.: 

Wenn man einem Tetraeder ABCD ein zweites abcd einzeichnet, 
so dafs die Verbindungsgeraden der correspondirenden Eckpunkte 
Aa, Bb, Cc, Dd hyperboloidisch tiegen, so sind die zwölf Verbin-- 
dungsgeraden der Eckpunkte des eingeschriebenen Tetraeders mit 
denjenigen des Kerntetraeders, mit welchen sie in derselben Ebene 
liegen, zu vier die Generatrices dreier neuen dem Kerntetraeder 
eingeschriebenen Hyperboloide. 

Bei der Constraclion des umschriebenen Hyperboloids hatte sich er- 
geben, dafs die Generatrices Cc und Dd liegen resp. in den Ebenen: 

J^^_ jj^ , J u^^ 

«II «M «14 «14 

Nimmt man nunmehr irgend eine Gerade in der ersten Ebene als die Generatrix 
Cc an, etwa 

/p^\ . J^ J«^ J£_ 

«it «18 «»4^ 

80 ergeben sich zunächst die Generatrices des zweiten Systems Aa' und Bb' 
resp. durch die Durchschneidung der Ebenen 

(Cc,A) : a^u^a^w und {Bb,A) : a24r = 02311^ 
und 

{Cc,B) : a^t =atiW und (Aa,B) : a^^vss^a^^w, 

d. h. diese Generatrices sind: 

(Aaf) : a^u =: OnV =^ a^iW, 
(BV) : a^ =aMr>=ai,tt^; 
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und endlich ergiebl sich die letzte Generatrix Dd durch die Durchscbneidung 
der drei Ebenen: 

{Ct/,D) : ^ = — 

^ «14 «.4 

welche drei Ebenen sieb in der Tbol durcbscbneiden in der Geraden: 

(Dd):-L = JL=±. 



^U 



§. 5. 
Die Geraden Aa^ Bb, Cc, Dd und Aa, Bß, jy. Ja u. s. w., welche 
in §.1 ganz unabhängig von einander waren, treten in einen innigen Zu- 
sammenhang, sobald die Coefficienten a und a einander gleich werden, und 
zwar sind alsdann die einen Geraden die Polaren der anderen in Beziehung 
auf das Coordinatentetraeder, wenn man die Yerbindungsgerade des Pols 
(vergl. Seite 205) einer in einer Seitenfläche eines Tetraeders liegenden Ge- 
raden in Beziehung auf das zugehörige Seitendreieck mit der gegenOberliegen«- 
den Tetraederecke die Polare dieser Geraden in Beziehung auf das Tetraeder 
nennt, und umgekehrt. Man überzeugt sich leicht davon, dafs zu den vier 
hyperboloidischen Geraden: 



(Aa) 

(Bb) 

(Cc) 

{Dd) 



U V w 

«It ~ fl»l ~ «14 ' 

t V 2SL 

«it ™Si~«t4' 

Jf^ __ JW^ w^ 

«81 «ta ^^ ' 



i u i; 

"U «14 «14 

als Polaren gehören die hyperboloidischen Geraden: 



^ «11 '^«.I^«14 

iBß):u^O, f +^ + ^ = 0, 

«11 «II «14 

**4I «11 «34 

iJd):w=^0, ~+ — + — =0: 
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und zu deo Generatrices des zweiten Systems: 

(Bb') : a^t ^ai^v = ihiW, 

ergeben sich ebenso als Polaren in Beziehang auf das Kerntelraeder die vier 
Geraden : 

(-^a') :^ = 0, aj4ti-f «M 1^ + ^23 M^ = 0, 

(/y) : ü = 0, Ö24'+ <»14 w -f 0,2 w? = 0, 

(z/cf) : ti7 = 0, Ii23/+fl3iti-fai2r =0, 

ebenfalls vier byperboloidiscbe Gerade , und zwar die Generatrices des zwei- 
ten Systems zu Aa, Bß, Ty, Jd. Man bat also folgenden Satz: 

Zu den Generatrices beider Systeme eines einem Tetraeder um- 
scAriebenen Hyperboloids, welche durch die Eckpunkte des Tetraeders 
gehen, gehören als Polaren in Beziehung auf dieses Tetraeder die 
Generatrices beider Sgstetne eines dem Kerntetraeder eingeschriebenen 
Hyperboloids, welche in den Seitenflächen dieses Tetraeders Hegen. 

§.6. 

Die Anzahl dieser Sätze Ober Hyperboloide, welche einem Tetraeder 
eingeschrieben oder umschrieben sind, vermehrt sich bedeutend, wenn man 
aufser den Punkten a, b, c, d, in denen vier durch die Eckpunkte des Kern- 
tetraeders gelegte hyperboloidische Gerade die Gegenflächen desselben durch- 
schneiden, und aufser den Ebenen a, ß, y, 8 , welche durch die Eckpunkte 
des Kerntetraeders und vier in den Gegenflächen desselben liegende hyper- 
boloidische Gerade gehen, resp. noch zwölf andere Funkte *) in den Seilen- 
flächen und zwölf andere Ebenen durch die Eckpunkte des Kerntetraeders in 
Betracht zieht: man erhält diese Punkte und Ebenen durch folgende Doppel- 
construetion : 



*) Ein solches System von 16 Punkten a, b, c, d sind z. B. die Hiltelpankte der 
die Kanten der Seitendrelecke eines Tetraeders berührenden Kreise. 
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1) Man verbinde jeden der Punkte 
a, b, c, d mit den Eckpunkten des 
Kerntetraeders, welche mit ihnen resp« 
in derselben Seitenfläche liegen, und 
conslruire zu diesen Verbindungsge- 
raden und den mit ihnen in demselben 
Eckpunkte zusammenstofsenden Kanten 
die conjugirten harmonischen Strahlen, 
so durchschneiden sich diese zu zwei 
in viermal drei neuen Punkten. 

Oder auch: dem Kerntetraeder 
ABCD sei ein anderes abcd einge- 
zeichnet von der Beschaffenheit, dafs 
die Verbindungsgeraden der corre- 
spondirenden Eckpunkte Aa, Bb, Cc, 
Dd hyperboloidisch liegen; legt man 
dann durch jede dieser Geraden und die 
mit ihr in derselben Ecke zusammen- 
stofsenden Kanten des Kerntetraeders 
Ebenen und die conjugirten harmoni- 
schen zu ihnen und den in derselben 
Kante zusammenstofsenden Tetraeder- 
flachen, so ergeben deren Durchschnitts- 
geraden auf den Gegenflfichen von 
ABCD je drei neue Punkte a, b, c, d. 

Gegeben seien die vier Geraden: 



(Aut) : ^ 



«!••• «i 






(Bbu) : f- 



'—-E.'x i£. 



-t4 
«.4 



(Drfu;) :— = — = — ; 

^ ^ «14 «.4 <»34 

die Ebenen durch Auf und die Kanten 
AB, AC und AD sind: 



2) Man zeichne die Durchschnitts- 
geraden jeder der Ebenen a, ß, y, d mit 
den Seitenflächen des Kernletraeders, 
welche mit ihnen resp. in derselben 
Ecke zusammenstofsen , und conslruire 
zu diesen Durchschnittsgeraden und den 
mit ihnen in derselben Seitenflache lie- 
genden Kanten die conjugirten har- 
monischen Strahlen, so liegen diese zu 
zwei in viermal drei neuen Ebenen. 

Oder auch: dem Kerntetraeder 
ABFA sei ein anderes aßyd um- 
schrieben von der Beschaffenheit, dafs 
die Durchschnittsgeraden der correspon- 
direnden Seitenflächen Aa, Bß, Fy, Jd 
hyperboloidisch liegen; construirt man 
dann zu den Durchschnittspunkten jeder 
dieser Geraden mit den in derselben 
Seitenfläche des Kerntetraeders liegen- 
den Kanten die conjugirten harmoni- 
schen, so liegen diese Punkte zu drei 
auf drei neuen Geraden, und die Ebe- 
nen durch sie und die Gegeoecken von 
ABFA sind je drei neue Ebenen a, 

ß. y. ^. 

Gegeben seien die vier Geraden : 



(J>.) 



-+-+- = 0, 
+-+- = 0, 



{Aat) : f =0, 



(JBA):fi=:0, — 
••it 



(^J„,):ir = 0, ±+JL+.^ 



'•14 



= 0; 

«14 «84 

die Durchschnittspunkte von AOf mit 
den Kanten AB, AF und AJ sind: 
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V w 

«II ""«14' 


w 

«14 


u 


V 



und die conjugirten harmonischen Ebe- 
nen zu ihnen und den zugehörigen 
Seitenflächen des Tetraeders: 

«IS "u «u «.» . 

-+- = 0, 

«11 «1. 
aod deren Dorchscbnittsgeradeii : 



(Aou) 
{AaJi 



u 

u 

«It 

u 

«i7 



V 

«^ 

V 

V 



w 

w ^ 

1 

«, 



auf fibniiche Weise ergeben sich 
äbrigen Geraden: 



i4 

die 



(Bhi) 
{Bbl) 
(AM 

{CCu) 

(Ddi) 
{Ddu) : 
(Drfy) : 



t 



«u 
J_ 
«1. 
J_ 
«u 



"14 

«14 ■ 
t 



V 

«t, 

V 

«^ 

V 



"«1. 

u 

«*s 

u 

«»4 

. u 
u 



«14 

■«.4' 
«.4' 

tl7 



<=tt=0, _4._=0; /=t;=0,— +— =0; 

«18 «14 «14 «it 

«it «II 
und die conjugirten harmonischen Punkte 
zu ihnen und den zugehörigen Eck- 
punkten des Tetraeders: 

f=M=0,- _=0;<=r=0,- — =0; 

«18 «14 «14 «It 

| = u, = 0, — ~— =0, 

«It «13 

und deren Yerbindungsgeraden : 

**11 ••1» *'t4 



Mo«,) : < = 0, 






II «1. 

auf Ähnliche Weise ergeben sich die 
äbrigen Geraden: 



-14 

V 

«84 

r 

«84 



«•11 

(M):« = 0, i- 






«M «.4 
«tl «84 
«I. «14 ' 



w 



«13 «II «a4 



•»4 



= 0, 



{J3u):w = 0, i— iL+JL =0, 



«.«^«.4 «.4 

30» 



= 0. 
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Die Gleichungen anf der linken Seite, — wenn diese der Kflrze wegen, 
and weil die Entwickelangen auf der rechten Seite stets die reciproken polaren 
Eigenschaften ergeben, allein in Betracht gezogen werden, — zeigen die 
Richtigkeit des Satzes : 

Die sechszehn Geraden Aa, Bb, Cc, Da liegen zu vier auf 32 ver^ 
schieäenen Hyperboloiden. 

Damit nfimlich irgend vier dieser Geraden hyperboloidiscb liegen) 
mflssen ihre Coeficienten die Bedingang a^ »c a^i erffillen , und durch die 
gleichzeitige Veränderung der Vorzeichen der tnft demselben CoefScienten 
^9 ^19 ^12 9 ^14, ^4, ^34 behafteten Glieder ergeben sich immer neue Hyper- 
boloide; darum ist die Gesammlanzahl dieser Hyperboloide gleich 2^ : 2 = 82. 

Dasselbe ergiebt sich auch daraus, dafs jede von den Gerade« Aa, 
Bb, Cc, Dd acht verschiedenen Hyperboloiden als Generatrix dienen kann. 
In der Tbat, geht man z. B. von der Generatrix Aa^ aus und vereinigt mit 
ihr irgend eine der vier Generatrices durch den Punkt B, z. B. Bb^, so 
liegen nach §. 4 die durch die Eckpunkt« C und D des Kemtetraeders 
gehenden Generatrices desselben Systems resp. in zwei bestimmten Ebenen, 
nflmiich in 

J J4^ , J^ u 

jede dieser Ebenen aber enthalt zwei und nur zwei der fraglichen Geraden; 
nimmt man eine derselben als Generatrix, z. B. 

(ßc^) : — = — =—9 

SO ist die Generatrix durch den Punkt D vollständig bestimmt, nftmlicb: 
{Dd^) :— = — = —; 

••14 "14 "«4 

h&tte man als dritte Generatrix die andere Gerade durch den Ponkt C ge- 
nommen, nfimlich: 

iCcJ) : — = — =-T' 

SO wfire die Generatrix durch den Punkt D gewesen: 

(Dd\ • — -^ = L. 

^ "^ ' «14 ~ «.4 ~ «M* 

Wenn man also Aa^ mit Bb^ vereinigt, so erhfilt man die beiden Systeme 
hyperboloidiscber Geraden : 
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Auf, Bb^, Cc^, Ddu,, 

AOi, Bb^, Ccu,, Ddy 
und Eor diese beiden : statt Bb^ konnte man aber als zweite Generatrix auch 
Bbf, Bby, Bb^ wählen, nnd darum gehört Auf und so jede der sechszehn 
Creraden acht verschiedenen Hyperboloiden als Generatrix an, woraus die 
Gesammtanzabi aller möglichen Hyperboloide gleich 8x16:4 = 32. 

Die secbszehn Pnnkte a, b, e, d liegen, anfser zo vier in den Seiten- 
flächen des Kerntetraeders, noch zn sechs in Ebenen, welche zugleich einen 
Eckpunkt dieses Tetraeders enthalten, z. B. liegen die sechs Pnnkte: 



(*m) 



/ = 0, 

«=o, — L 

. = 0, f 

' «»I. 



' «II 



« 
«u 






»1» «u' 


= 


V w 


= 




II 


10 




tu 



in der Ebene 

also ^ sechs Punkte: 

ebenso 



«2s'+au^+«ttt> = 0, 



au, ay, by, bi, Cf, c^ in der Ebene 9^, 



0», b^t,, c^, 






üu 



Cup 






^9 ^W9 ^i 



<> 



ß'u. 



du, rfp - - 

d,, du - - - 

die zwölf Punkte üu, a», a^,, K, b^^ b^,, Cf, Cu, Cy,, dt, d^, d^ liegen also 
SU sechs auf den Seitenflächen und zu zwei auf den Kanten des Tetraeders: 

(a{) : «uti-j-^w^ + ^M'^ = ö» 
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dieses Tetraeder ist dem Kerntelraeder umsctirieben and aufserdem von der 
Beschaffenheit, dafs die Darchschnittsgeradin seiner Seitenflächen mit denen 
des Kerntetraeders hyperboloidisch liegen. Zieht man ferner in Betracht, dafs 
die zwölf Punkte Uu, a^, ••• äy gerade diejenigen sind, welche man darcb 
die Consiraction des $.6 erhftlt, wenn man von den Generatrices Aof, Bb^, 
Ccy, Ddu, als den gegebenen ausgeht, und nennt man der Kürze wegen die- 
jenigen drei Punkte, welche sich ergeben als die Durchschnittspunkte der zu 
den Verbindungslinien eines Punktes P mit den Eckpunkten eines Dreiecks 
ABC und den Dreiecksseiten conjugirlen harmonischen Strahlen, die Polar-- 
punkle von P in Beziehung auf das Dreieck ABC, so Ififst sich die eben 
gefundene Eigenschaft folgendermafsen aussprechen: 

fVenn man einem Tetraeder ein zweites einzeichnet, so dafs die 
Verbindungsgeraden der entsprechenden Eckpunkte hgperboloidisch liegen, 
und zu den Eckpunkten des letzteren in Beziehung auf die Tetraeder-- 
dreiecke, in denen sie liegen, die Polarpunkte construirt, so liegen diese 
zwölf Polarpunkte zu zwei auf den Kanten eines dem ersten Tetraeder 
umschriebenen Tetraeders, dessen Seitenflächen die des ersieren in hgper^ 
boloidischen Geraden durchschneiden. 

Im Ganzen bestimmen (nach §.6) die sechszehn Punkte a^ b, c, d 
zu zwölf 32 umschriebene Tetraeder, deren Seitenflächen die des gegebenen 
in hyperboloidischen Geraden durchschneiden. Die zwölf Punkte jedes dieser 
32 Systeme lassen sich ansehen als hervorgegangen aus der Durchschneidung 
der Seitenflächen des gegebenen Tetraeders mit den Kanten eines bestimmten 
umschriebenen, und daraus ergeben sich anderweitige Beziehungen in der 
Lage dieser Punkte: durch Umkehrung nämlich der Chaslesschen Ausdehnung 
des Satzes vom Pascalsehen Sechseck auf den Raum ergiebt sich, dafs, wenn 
sich die Seitenflächen zweier Tetraeder in hyperboloidischen Geraden durch- 
schneiden, die Seitenflächen des einen auf den Kanten des anderen zwölf 
Durchschnittspunkte ergeben, welche auf einer Fläche zweiten Grades liegen; 
dies ist hier der Fall, und zwar liegen z. B. die zwölf Durchschnittspunkte: 

au, Qy, a^ß by, *|, b^f c^, c„, c^,} rf<, d^, dy 
der Flächen des Tetraeders ABCD mit den Kanten des umschriebenen Te- 
traeders cL\(¥uY[iyu, &uf der Fläche zweiten Grades: 

Ouöf4 + »ll«14 + »tt«84 

-f a^juv 4- a2jot -f Ö34/11 -j- a^zt^ + ö,ititr -f a^ivw = ; 
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denn diese Gleichung lifst sich etwa bringen aaf jede der vier Formen : 

d. b. die Plficbe zweiten Grades ist nmscbrieben jedem der vier Dreiecke 
ajijiy,, hjffiy,, cfijfiwi äidji^, deren Seiten der Reibe nach sind: 

(«.«„) :« = 0, (f + f = 0, und (JA) : « = 0, /i?- + £- = 0, 

I "tS •••4 I "t4 •'•4 

(i;,c,);r = 0, (i2.-f-J- = 0, und (rf„<ü) : w = 0, {^ + ± = 0, 

1 •'84 "»t I •'14 **14 

Durch gleichzeitige Veränderung der Vorzeichen der Coefficienten 0,^ 
erhalt man die anderen Systeme von Punkten und darum auch die zugehörigen 
Fliehen. Im Ganzen also liegen 

die sechszehn Punkte a, b, c, d zu zwölf auf 32 Flächen zweiten 
Grades. 
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S. 8. 
Im innigsten Zusammenhange mit den bisherigen Untersuchungen stehen 
die Ober Tetraeder, welche einander zugleich eingeschrieben und um- 
schrieben sind, Untersuchungen, welche zuerst von Möbius (Bd. m p. 273 
bis 276 dieses Journals) angeregt und später von Steiner (Systematische 
Entwickelung etc. Art. 58, p- 247 bis 250) erweitert worden sind. 
Es sei das Tetraeder gegeben: 

/=0, 11 = 0, r = 0, ir = 0, 
und durch die Ecitpunkte A, B, C, D desselben die vier Geraden gelegt: 

{Aa) 
(Bb) 
(Cc) 

{Dd) 

wo a, b, c, d iie Durchschnittspunkte dieser Geraden mit den correspon- 
direnden Gegenflächen des Kerntetraeders ABCD sein mögen; damit nun- 
mehr das eingeschriebene Tetraeder abcd dem Kerntetraeder zugleich um-> 
schrieben sei, müssen die Seitenflächen des ersteren durch die Eckpunkte des 
letzteren gehen, d. h. mufs es zunächst eine Ebene geben durch den Punkt A, 
welche zugleich die Punkte b, c, d enthält, d. h. in der Gleichung einer sol- 
chen Ebene 

m ^ n ^ p 
müssen sich die Coefficienten m, n, p so bestimmen lassen, dafs die Eckpunkte 

,»v £\ t VW 

^ ^ ' ~ ' «.I ~ ««• ~ «.4 ' 

{c) : i; = 0, ± = ^ =ü, 

' «14 «f4 «.4 

in ihr liegen; die Ebene aber geht durch den Punkt b, den Punkt c, den 
Punkt d, wenn resp. 

P «t4 ' /' «,4 ' " «14' 
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es omlii abo dein 

^4 %4 «M 

dioiM ist die analytische Bedingmig, damit die Ebene bcd durch den Ponlct Ä 
gebt; ebenso rind die Bedingungen, dalii die Ebenen ead und abd rwf. durch 
die Punl^te B und C geben: 

Äji = — flu und flu '^^ — ^1 
und es ist Idcht lu sehen, dafs alsdann auch die Ebene abc durch den Punkt 
D gebt Ueberhaupt also sind die Bedingungen, dafs die yier Geraden Aa, 
Bb, Ce, Dd die Fliehen des Tetraeders ÄBCD in Punkten durcbschtielden, 
welche als Eckpunkte einem Tetraeder angehören, das dem Kemtetraeder 
su^eich in- und umschritben ist, enthalten in der Beaiebungsgl^icbung: 

^ = — ^' 
Es sind also i« B. vier der Aufgabe entsprechende Gerade: 

(»**) : 
(0?J : 

(Dd^)i 

und die Gleichungen der SdtenflSchen des durch sie bestimmten, dem Kern- 
tetraeder sugleich in- und umschriebenen Tetraeders sind: 

(urfoj) : Ah«« — «H«^ + ötsU^ = 0, 

(-B/JJ) : -Hh< +Äwr + i%tir = 0, 

(^^) : fl»/ + fl||ii + flttr t=0. 

§. 9. 

Construction eines Tetraeders, welches einem gegebenen Tetraeder 
sugleich in- und umschrieben ist: 

Es seien gegeben das Kemtetraeder ABCD und in den Seitenflichen 
BCD und CAD desselben die beliebigen Punkte 
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(«) 


:<-0, JL__JL_iL, 


(*) 





als Eckpunkte des gesachten Tetraeders; zu finden seien die Eckpunkte c 
und d, so dafs das Tetraeder abcd dem Kerntetraeder zugleich in- und um- 
schrieben ist; weil 

1) das Tetraeder abcd dem Kerntetraeder eingeschrieben sein soll, 
mufs Punkt c liegen in dem Durchschnitt der Ebene abD mit r = 0, d. h. 
in der Geraden: 

(cD) : t? = 0, a2zt'\-a^u = 0, 
und der Punkt d in dem DurchschnUt der Ebene abC mit w = 0^ d. h. in 
(dC) : tr = 0, Ö24' — «14W = 0. 
Weil 3) das Tetraeder abcd dem Kerntetraeder ABCD umschrieben 
sein soll, mufs die Ebene bcd gehen durch 

und die Ebene n^i^ gehen durch: 

(«Ä):/=0, JL + ii = 0; 

«•i» ••14 

im Ganzen also mufs die Gerade cd durchschneiden die vier Geraden: 
(«B):/=0, f + f = 0' 

(.D):,=0, i- + ±- =0, 

(rfC) : «.= 0, ^ ^ =0, 

welche vier Geraden, weil in ihren Gleichungen a^ = a^ ist, byperboloidisch 
liegen. Diese vier Geraden werden auch durchschnitten von den Kanten ab, 
AB, CD, d. b. die vier Kanten 

ab, cd, AB, CD 

Hegen hyperboloidisch, ein Stmnencher Satz (SystemaL Entw. etc., pag. 250, 

Anm.). 
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In dem ersten Tbeile dieser Entr IitJang ergeben sich als geometrische 
Orte sowohl fQr den Eckpunkt e als für den Eckpunkt. i/ bestimmte Gerade: 
nimmt man nunmehr auf einer dieser Geraden einen beliebigen Punkt als 
dritten Eckpunkt des gesuchten Tetraeders an, z. B. 

(c) : r = 0, — = = — , 

^ ' «IS «f. «14 

so ergiebt sich der vierte Eckpunkt d etwa als der Durchschnittspunkt der 
Ebene: 

{acB) : —a^t -{- ^u^ '\- Oi^^ = 



mit 



d. h. 



»14 *H4 



/-i\ n * UV 



«14 «t4 «44 

Wie abj cd, AB, CD, so liegen auch die Gegenkantenpaare ac, bd, 
AC, BD und ad, be, AD, BC je auf einem bestimmten Hyperboloid als 
Generatrices desselben Systems. Diese von Steiner gefundene Eigenschaft 
der Gegenkanten zweier Tetraeder, von denen das eine dem anderen zugleich 
in- und umschrieben ist, Ififst sich noch unter einem anderen Gesichtspunkte 
auffassen, wenn man daran denkt, dafs jede Ebene durch eine Generatrix 
eines Hyperboloids dasselbe berflhrt, nimlich, wie folgt: 

Die Seitenflächen zweier Tetraeder, von denen dae eine dem 
anderen zugleich in- und umschrieben ist, sind zugleich Tangentialebenen 
von drei verschiedenen Hyperboloiden. Oder auch: 

Jede zwei Tetraeder, von denen das eine dem anderen zugleich 
in-' und umschrieben ist, sind drei verschiedenen Hyperboloiden zugleich 
m- und umschrieben. 

Durch Entwicklungen, flhqlich denen in den §$. 5 und 6, ergeben sich 
noch folgende Sätze: 

IVenn man zu einem gegebenen Tetraeder ein zweites construirt, 
welches detn ersteren zugleich tit- und umschrieben ist, und die corre-- 
spondirenden Eckpunkte mit einander verbindet, so sind die Polaren 
dieser Verbindungsgeraden in Bezug auf das erstere Tetraeder solche, 
dafs Ebenen, durch sie und die Gegenecken desselben gelegt, ein drittes 
Tetraeder ergeben, welches ebenfalls dem Kemtetraeder zugleich tu- 
und umschrieben ist. 

31 ♦ 
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DU eeekozekn Punkte a, h, e, d ($. 6) beeUmmen zu vior alo 
Eckpunkte 39 verecAiedene T^aeder, welche dem Kemtetraeder ,zu^ 
gleich tu- und umeehrieben sind. 

Die Geeammtanzahl der Steinerechen Bfyperbohide, wenn mutn 
alle eechezehn Punkte a, b, c, d in Betracht ziekt, iet 24} — ebenso ist 

Me Geeammtzahl der Hyperboloide, welche durch die Verbindunge-^ 
geraden der Punkte a, b, c, d mit den in dereelben Ebene Uzenden 
Eckpunkten des Kerntetraedere (§. 4) bestimmt werden, $4. — 

%. 10. 
Eine eigenüiamliclie Anwendung finden die in den §$.1 und 8 ent- 
wicl^elten Resultate bei dem Beweise einiger Sitse Tom ebenen Vierseit: 

Die Seiten dnes vollständigen Vierseits bilden vier Drmecke; die 
Durchschnittspunkte der Höhenperpendikel dieser vier Drmecke liegen 
auf einer geraden Linie. QSteit^er, in Gergonnes Annalen^ Bd. XVIII, 
pag. 302« 303) und in diesem Journal, Bd. II, pag. 97). 

Die Seiten des Vierseits seien resp. die Coordioatenseiten: 

(1.) /«rrO, il«=0, VcsQ, 10 = 0^ 

awiscben denen als Coordinaten der Ebene die Besiebnngsgieichung 



(»•) T + S+i + 7-» 



Stattfinden möge; die i^-seite möge etwa die /- und r- seile im luieni 
des Dreiecks luv und die Aber den EclcpuniLt (u, v) verlängerte ü-seile durch- 
schneiden, so dafs die Coordinatensysteme der vier gebildeten Dreiecke sein 
mOgen : 

u, —V, w{ V, t, — M>; t, Ug Wi t, Uj v; 

bezeichnet man dann durch {u, 9), {v, <), u. s« w. die Winkel, welche nadi 
der positiven Seite der sugehörigen Coordinaten su liegen, so ergeben sich 
als die Gleichungen der vier Durchschnittspunkte der HOhenperpendikei- 
Systeme (Salmon, conic sections, Art. 66), nimlich im Dreieck: 

{uvw) : cos(r, w).u c= ws{u,w).v es oos(ifi v).w, 

\ {vtw) : oM{w, v).t = co${w, O««^ «= cos(r, t).w, 

ytuw) : cos(ic^^if}.l»3Cos(l^ i^).ii txsieoB(t,u).w, 

(luv) : cos(9, u).t^eM(t, p).usmooe(u, f).p 
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ein System von Gleicbnngen, fttr welehes die Bedingung 

O^ SS an 

stattfindet, welches also nach %. 1 folgendes sweite System snr unmittelbaren 
Folge liat: 



(4.) 



U V w 

cof(#,ii) "^ 008(0 i;) "^ ca${i,w) ' 

I V w 

cos (Uj /) "^ 008 {Uß V) "^ COS (Wj n?) * 

I u w 

eoB{v,t) cos (t;^u) "^ eo${v,u)) • 



luv »j 



OS (1^ W) COS (tt> ff?) oos(v^ w) 

Fflr rfiomlicbe Coordinaten wflrden die Gleichungen (3.) und (4.) die 
Generatrices beider Systeme eines Hyperboloids bedeuten: die Gleichung die- 
ses Hyperboloids wird vermöge der Bedingungsgleichung (2.')^ d. h. fftr unsere 
ebenen Ck>ordinaten, die eines Kegelschnitts, auf welchem beide Systeme von 
je vierPunl^ten liegen. Die Punkte (4.) aber sind etnaeln die Durchschnitts- 
punltte der Verbindungslinien der HöhendurchschnittspuniLte von drei Dreiedcen 
Je mit dem Eckpunkte, welchen diese Dreiecke einzeln mit dem vierten Drei- 
eck gemein haben, s. B. der Punkt: 

u o u> 

C08(f,ll) €08(0 V) ^M(OtP) 

ist dw Durchschnittspunkt der drei Geraden: 

cos(^9).tfacos(/^if).r^ oos{t,w).v=zcQB{tpV).w, eoB(t,m).w^=wM{i,w).u, 

i. h» der Yerbindungsgeraden der Höbendurohschnittspunkte der Dreiecke 
luv, (vw^ twu resp. mit den Eckpunkten (tfif), (r,tr), (tr^^ti) des Drei- 
ecks uvw, und so die Übrigen Punkte. Jede drei dieser Verlrindungs- 
geraden sind als Lothe auf einer und derselben Geraden parallel, d. h. ihr 
Dnrchschnittspunkt liegt im Unendlichen; die Punkte (4.) liegen darum im 
Unendlidien , d. h. können als auf einer im Unendlichen liegenden Geraden 



*) Wenn t, u, v, w rSumlicbe (Toordioaten und (t, u), (l> t;) etc. die Neigongs- 
Winkel der lugebörigen Ck>ordioatenebenen odeff was dasselbe ist, ihrer Normaleui b«da 
■dt i^eichem Zeichen ffenommen, bedenten, so drückt das System (4.) die Tier Höhen- 
pmendikel des Coordinatentetraeders aus; weil f3r dasseloe die Bedbigung aot s au 
erfüllt Ist, so sind diese Höhenperpendikel kyperboloidische Gerade, eine suerst von 
9ieiner geftmdene Bigenschafl dieser Linien (vgl. dieses Journal Bd. D, pag* 97). 
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befindlich angesehen werden. Daram ist der Kegelschnitt, anf welchem die 
Punktsysteme (3.) und (4.) liegen, ein System zweier geraden Linien, nnd 
deshalb müssen die vier Durchschnittspunkte (3.) der Höhenperpendikel selbst 
auf einer geraden Linie liegen. 

§. 11. 

Die Verbindungslinien der Mittetpunkte der den vier Dreiecken, 
welche durch die Seiten eines vollständigen Vierseits gebildet werden, 
umschriebenen Kreise mit den Eckpunkten des Vierseifs durchschneiden 
sich zu drei in vier Punkten, welche mit den Mittelpunkten selbst auf 
einem und demselben Kegelschnitt liegen. 

Unter den vorigen Voraussetzungen ergeben sich als die Gleichungen 
der vier Mittelpunkte, wenn wir diese, je nachdem sie den Dreiecken uvw, 
vtw, tuw, luv angehören, durch m^, m^, m^, m^ bezeichnen: 










COS(ü,W) 


t 






C08(W,V) 




t 


= 


u 


COSiWß u) 


cos {t,w) 


i 




u 



V tv 



cos (UjW) COS(fl, v) ' 

V w 

cos{Wjt) eos(Vßi) ^ 

w 

C08(ljtl) ' 



cos(t;,«) co8(<,t;) cos{H,i) ' 

Gleichungen, für welche die Bedingung an = 0^1 stattfindet, zu denen also 
nach $. 1 als zweites System von Punkten gehört: 

(Pi) : cos(<, ii).ii =cos(l,r).r = cos^^ti^).!!;, 

(p^) : cos(tf,/)./ ^= cos(u,v).v = cos{u,w).w, 

(pj : co3(^v, t).t = co8(r,ii).ii ^=^ cos (v,w).w, 

(Pw) i cos(ti;, /).* = COS(tl^, tf}.tf = cos(w,v).v , 

^0 Pi, Pu9 Pvi Pw rosp« die Durchschnittspunkte sind der Verbindungsgeraden 
der Mittelpunkte der umschriebenen Kreise dreier Dreiecke mit den Eckpunk- 
ten, welche dieselben einzeln mit dem vierten Dreieck gemeinsam haben (Vgl. 
§. 10). Diese Verbindungslinien also durchschneiden sich zu drei in vier 
Punkten, welche mit den Mittelpunkten f/i| , m„ , m^, m^ auf demselben Kegel- 
schnitt liegen. 

Steiner hat beobachtet, dafs die vier Mittelpunkte der umschriebenen 
Kreise selbst auf einem Kreise liegen. Obscbon Beweise derartiger Siluations- 
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eigenschaften der Theorie der Verhflltnifscoordinaten fern liegen, wenigstens so 
lange man nicht Kreise als Kegelschnitte betrachtet, welche zwei (imaginaire) 
Punkte im Unendh*chen gemeinsam haben {Poncelet, prop. proj. Art. 94), so 
folgt aus dem eben bewiesenen Satze dennoch leicht die Richtigkeit der Sfei^ 
ittfrschen Behaaptnng, weil die Fignr unmittelbar erkennen Jäfst, dafs von den 
acht Punkten rn und p sechsmal vier Systeme auf einem Kreise liegen, nSmlich 

Pu Puß ^vß ^wf Piß pvf 9n^j ^wß u« s, w., 
wie sich aus der Gleichheit der Winkel Pffn^p^ und Pffti^p^, PffnuP,; «öd 
Pi^wPv u. s. w., als Aufsenwinkel an der Spitze der gleichschenkligen Drei- 
ecke {it,v\ {u,v),m^} und { (/, tr), (ti, tr), m, } , {{t, u), (v, u), m^) und 
{{t, w\ (t, fc), m^] u. s. w. sehr einfach ergiebt. Der Kegelschnitt also, auf 
welchem die acht Punkte m und p liegen, mufs selbst ein Kreis sein. 

§. 13. 
Eine andere Beziehung der Lage ergiebt sich fOr die Schwerpunkte 
der vier durch die Seiten des vollständigen Vierseits gebildeten Dreiecke, 
oder allgemeiner für die Pole (vergl. Seite 204) einer beliebigen Trans- 
versale in Beziehung auf diese vier Dreiecke. 

Die Seiten des Vierseits seien wie bisher die Coordinatenseiten, ver- 
einigt durch die Beziehungsgleichung: 

(1.) /^ti-f-r+M^ = 0, 

wo t, u, V, w beliebige Constanten enthalten, so sind die Diagonalen dieses 
Vierseits : 

ti-f r = /i = _(<-[- ti,) = 0, 

(2.) t?4-/ = ti^ = —(ti^ti,) = 0, 

/ -{-u = Vi = — (r-f-M?) = 0. 

Bezogen auf die neuen Coordinatenseiten ^i, ti|, Vg des Diagonalendreiecks 
sei die Gleichung der Transversale: 

(3.) Uii-fiuii-rvi = 0, 

alsdann sind die Gleichungen der Transveraale fflr die urspranglichen Coor- 
dinatendreiecke uvw, vtw, tuw, tut: 
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•Im die Pole dieser Geraden in Beileknng anf die einseinen Coordinnten« 
dreiecker 

(5) j^^-'*^* c=(y-fi)v^ (V+A)«^. 

YX-v)t = (fi-y)u = (X+Ai)i£;, 

Systeme von Gleichungen, für welche die Bedingung 

stattfindet; dieselben haben also nach §.8 folgendes neae System von Glei- 
chungen sur unmittelbaren Folge: 

(6.) (^ +Ti:?+TCii-, = o, 

die Gleichungen Ton geraden Linien, welche gehen durch die Durchschnitts«- 
punkte der Yerbindungsgeraden der Pole tou Irgend drd Dreiecke^ Je mit 
dem Eckpunkte, den dieselben mit dem viertel Dreieck gemdn haben, mit der 
Jedesmaligen Gegenseite dieses Dreiecks: in der That geht %. B. die erste von 
den Geraden (6.) durch die drei Punkte: 

11 = 0, r(y— ;*) = ii^(f^+i), 

und ihnlich die fflbrigen: man hat abo folgenden Sats: 

Durch £0 Seiten einee voUetäniUfen Vierseite werden frier Drei^ 
ecke bestimmt, von denen je drei einen Eckpunkt mit dem vierten gemein 



*) Als die Gleichungen der Tier Schwerpunkte ergeben sich unter den Voraus-- 
ietiungen foa $.10, und wenn man tnniaunt, dafs sin (1;^ ic?) = — sin(ic^t;) u. s.w.: 

^{v,w).usman{Ußfv).vss §ia(u,v).Wß 

mn(WßU).i « sia(l, tc;).ti s §in(t,u).w, 

riaivß u).i mm §\n{t, v).u a» 8in(Mj i).v 
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haben; verbindet man die Pole einer beliebigen Transversale in Beziehung 
auf irgend drei dieser Dreiecke (eveniualiter die Schwerpunkte derselben) 
je mit dem Eckpunkte , den sie mit dem vierten getnein haben, und ver-^ 
längert diese Verbindungsgeraden bis zur Durchschneidung mit der je^- 
desmaligen Gegenseite des vierten Dreiecks, so liegen diese drei Durch'- 
Schnittspunkte auf einer geraden Linie *)• 

§. 13. 
Noch einfacher gestaltet sich die analoge Eigenschaft der Mittelpunkte 
der den vier Dreiecken uvw, vtw, tuw, tuv eingeschriebenen Kreise (der 
KOrze wegen sind znnflchst nur die inneren BerOhningskreise in Betracht ge- 
sogen); diese vier Mittelpunkte sind unter den Voraussetzungen von $.10: 

U= —V=zw, 

— / = — r = IT, 

t:i=iU =W, 

t=zU=V , 

Gleichungen, welche nach §• 8 vermöge der Bedingung an =s — a^ folgende 
vier Gleichungen nach sich ziehen: 

t —V—W = 0, 

— t-\-u —w = 0, 

— f-f ti-j-r = 0» 
d.h. die Gleichungen der Polaren der vier Punkte: 



*) Dieselbe Beziehung der Lage haben die Punkte, in denen sich die Verbindungs- 
linien der Eckpunkte jedes der vier Dreiecke eines vollständigen Vierseifs mil denDureb- 
schnittspunkten der in den jedesmaligen anderen beiden Eckpunkten des Dreiecks an den 
umschriebenen Kreis gelegten Tangenten durchschneiden , wie sich sofort aus den Glei- 
chungen dieser vier Punkte ergiebt iSalmon, conic sections, Art. IM): 



sin (v, «?) sin {u, u) sin {u, v) ^ 

t V fV 

sin{w, V) ** Bin(t, w) ** sin (t;, <) * 

t u w 

sin(u;^y) sin(l,n?) ^ sin(l,ii)^ 

I U V 

sin (i;^ II) sin(l^t;) " sin(ii^l) 
Journal für Hftth^mAUk Bd. LVL Heft 3. 32 
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die ihrerseits wiederam den Mittelpunkten der die Dreiecke uvw, vtw, tuw, 
luv, and zwar resp. die Seiten w, v, u, t von Anfsen berfihrenden Kreise 
angehören. Man hat also folgenden Satz: 

Wenn man die Mittelpunkte der inneren Berührungskreise von 
irgend drei der vier Dreiecke, welche durch die Seiten eines vollständigen 
Vierseils gebildet werden, verbindet mit denjenigen Eckpunkten des vier^ 
teny welche sie resp. mit diesem gemein haben, so liegen die Durchschnitts'- 
punkte dieser Verbindungslinien mit den entsprechenden Gegenseiten des 
vierten Dreiecks auf einer geraden Linien diese Gerade ist die Polare 
des Mittelpunktes eines der äufserlich berührenden Kreise ßlr das vierte 
Dreieck. 

Dieser Satz gilt auch umgekehrt. Geht man nämlich von den Mittel- 
punkten der die Aufsenseiten des Vierseits äufserlich berahrenden Kreise der 
Dreiecke aus, so kommt man zu den Polaren der Mittelpunkte der inneren 
BerQhrungskreise je des vierten Dreiecks. Diese Reciprocitflt findet auch 
zwischen den Mittelpunkten und zugehörigen Polaren fOr die Kreise statt, 
welche die sich durchkreuzenden Seiten des Vierseits von Aufsen berühren. 

Der Steinerache Satz, dafs die Mittelpunkte der sechszehn Berabrungs- 
kreise der vier Dreiecke des vollständigen Vierseits zu vier auf acht neuen 
Kreisen liegen, etwa in der Form ausgesprochen, dafs bei Jedem einzelnen 
Viereck im engeren Sinne die auf einander folgenden Halbirungslinien der 
Innenwinkel oder Aufsenwinkel ein Vierseit im Kreise bilden, läfst sich sehr 
leicht durch die ersten Elemente der Geometrie beweisen. 

Berlin, im October 1857. 
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Das Fünfflach und Fünfeck im Räume entsprechend 
dem Vierseit und Viereck in der Ebene. 

(Von Herrn 0. Herme».) 



(3.) 



Lfie Eigenschaften des vollstflndigen ebenen Vierseits lassen sich am 
Einfachsten entwickeln, wenn man die vier Seiten desselben als Coordinaten- 
Seiten betrachtet; dieselben seien 

(1.) t — O, 11 = 0, r = 0, x = 0, 

zwischen welchen Coordinaten, als Coordinaten der Ebene, die lineare Be- 
ziehnngsgleichnng 

(2-) t + u^V'\-x = 0, 

wo t, u, V, X beliebige Constanten enthalten, stattfinden soll. Unter dieser 
Voranssetzung hat man die vier Gleichungen: 

(T)*): fi+r+a? = 0, 

\{U) : / +t?-f^ = 0, 

(F) : t+u -f ar = 0, 

{X) : t^u^v = 

resp. zn betrachten als die Gleichungen der Geraden (l.)) d. h. der Seiten 
des vollständigen Vierseits in Beziehung auf die jedesmal durch die drei 
übrigen Seiten gebildeten Dreiecke als Coordinatendreiecke. 
Die 6 Eckpunkte des Vierseils sind alsdann: 

\u,v) = A :ti = r=0, 

(t?, = Ä : r = / = 0, 

r41 /('>«') = ^ • /=ti=0, 

|(ti,j?) = jBj : ti=jr = 0, 
^(v, j?) = Ci : I? = j? == 0, 
und die drei Diagonalen, d. h. die Verbindungsgeraden der Durchschnittspunkte 



*) Es ist zu bemerken, dafs durch die grofsen Buchstaben (T), ((/), ... gerade 
Linien, resp. Ebenen, durch die kleinen Buchstaben (f), (ti), . . . Punkte ausgedrflckt sind. 

32» 
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der Smtenpaare: 

UAA,) : t«-ft» = 0=-(< + ar), 

(5.) UbBO : » + / =0 = -(«+a?), 
((CC,): <+t« = 0= — (P + a?); 
dieselbeo bilden ein Dreieck, das Diagonaldreieek, welches za Eckpankten iiat: 

l(A) : -/= «= »(=-a7), 

(6.) HB): f=-u= v(=-x), 

((r) : t= tt = -r(=-ar); 

femer sind die Verbindangsgeraden der Ecken des Vierseits und des Diagonai- 

dreiecks: 

l(AA) : ti — p=0, (AiA) : / — x = 0, 

(7.) )(ÄB):r — /=0, und (Ä^B) : «— a? = 0, 

f(Cr) : <— 11 = (C,r) : »— a?»=0; 

diese 6 Geraden darcbscbneiden sich za drei in Tier Punkten, d. h. sind die 
Seiten eines vollstfindigen Vierecks mit den Eckpunkten: 

(») : / =» = x, 
(V) : t = u =x. 

Ans diesen Systemen von Gleichungen lassen sich mit Leichtigkeit die sämmt- 
liehen harmonischen Beziehungen zwischen den Seiten nnd Diagonalen des 
vollstfindigen Vierseits und zwischen den Ecken und Durchschnittspunkten der 
Seiten des vollstfindigen Vierecks ableiten. 

Die Eckpunkte des Vierecks tuvw sind die Pole (vergl. S. 204) der 
Seiten des Vierseits TUVW in Beziehung auf die Dreiecke, welche jedesmal 
von den drei Obrigen Seiten des letzteren gebildet werden. Was die Lage der 
Punkte i, u, v, w (8.) anbetrifft, so ist leicht zu sehen, dafs ihre Verbin- 
dungslinien zu zwei (7.) immer durch einen Durchschnittspunkt der Seiten 
des Vierseits TUVW (4.) gehen, d. h. 

das Vierseit V ist dem Viereck v mngeschrieben und das Viereck v 
dem vollständigen Vierseit V umschrieben, so ndmlicA, dafb die 
6 Eckpunkte von V auf den sechs Seiten von v liefen. 

Das Diagonaldreieck ^BF ist beiden Figuren V und v gemeinschaft- 
lich, nfimlich in der Weise, dafs die Seiten desselben (5.) die Eckpunkte 
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von V zu zwei verbinden, und die Ecken desselben (6.) die Durcbscbnitts- 
ponkte der Seitenpaare von v sind. 

Ferner sind die 6 Seiten des vollstfindigen Vierecks v (7.) die con- 
jngirten barmoniscben Strablen za den Seiten des Diagonaldreiecks uiBr (5.) 
in Beziebung anf die vier Seiten des Vierseits V zn zwei genommen, und 
nmgekebrt sind die secbs Dnrchschnittspunkte der Seiten (4.), d. h. die Eck- 
punkte des vollständigen Vierseits V die conjugirten barmoniscben Punkte zu 
den Ecken des Diagonaldreiecks ABF in Beziebung auf die vier Ecken des 
Vierecks v zu zwei genommen. 

Es Isfst sieb also folgender Satz aussprecben: 
Wenn man bei einem vollständigen Vierseit in jedem der sechs Eck-- 
punkte die conjugirten Harmomschen zeichnet zu den Diagonalen 
in Bezug auf die durch den betreffenden Eckpunkt gehenden Seiten 
des Vierseits, so gehen diese zu zwei durch die Ecken des Dia-- 
gonaldreiecks und zu drei durch die Ecken eines dem gegebenen 
Vierseit umschriebenen Vierecks, 
und umgekebrt: 

Wenn man bei einem vollständigen Viereck auf Jeder der sechs Seiten 
die conjugirten harmonischen Punkte construirt zu den drei Durch'- 
schmttspunkten der Gegenseitenpaare in Bezug auf die auf der be- 
treffenden Seite liegenden Eckpunkte des Vierecks, so liegen diese 
zu zwei auf den Seiten des mittleren Dreiecks und zu drei auf den 
Seiten eines dem gegebenen Viereck eingeschriebenen Vierseits. 
Anm. Man kann fOglicb das Viereck v das Polviereck des Vierseits V und 
das letztere das Polarvierseit des ersteren nennen. 

§. 2. 
Die Fundamentaleigenscbaften des vollständigen FOnfflacbs und seiner 
Diametralebenen lassen sieb auf äbniicbe Weise, wie folgt, analytiscb berleiten. 
Die fflnf Seitenfläcben des Fflnfflacbs F seien: 

(1.) f = 0, 11 = 0, ü = 0, io = 0, a? = 0, 

d. b. durcb Gleicbungen ausgedrückt, welcbe eine geometriscbe Bedeutung er- 
halten, wenn man zwischen ihnen die lineare Beziebungsgleicbung 

(2.) /-f-ii+r+fr-l-a? = 0, 
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wo t^ u, V, w, X beliebige Facloren enthalten mögen, festselst Unter dieser 
Voraussetzang bat man die fflnf Gleichungen: 

(T) : ti^r^uT^-x = 0, 

(CT) : / -|-r4-ir-|-a: = 0, 

(3.) / (F) : /-fw +ii7-|-a: = 0, 

\{IV) : Z+ti + r +:r = 0, 

(X) : t-\'U'\-V'\-w = 

resp. zu betrachten als die Gleichungen der Seitenflächen von F in Beziehung 
auf die jedesmal durch die vier übrigen Seitenflächen des Ffinfflachs als 
Coordinatenflächen gebildeten Tetraeder. Die Pole dieser fflnf Ebenen in 
Beziehung auf die durch die übrigen gebildeten Tetraeder sind: 

(t) : uz=iü=^w=^x, 

i(ti) : / =:V = W = X, 

(4.) i(v):t=^u == tr = j?, 

|(|/^) : lz=U==:V =x, 

,(x) : t = u = v = w ; 

dieselben sind die Eckpunkte eines vollstSndigen räumlichen FOnfecks f, des 
Pol/unfecks zum FOnfflach F. 

Die zehn Durchschnittskanten des Fonfseits sind: 

(5.) /=:ti = 0, /=r = 0, ... i/> = jr==0 
und die zehn Durchschnittsecken desselben: 

(6.) / = ti = r:^0, / = ii = f£^ = 0, . . . r = fr==a? = 0; 
ebenso die 10 Yerbindungsgeraden des Fflnfecks 

(7.) /=ti = r, t^=u = Wf ... r = fr = ar 
und die 10 Verbindungsfläcben des Fünfecks: 

(8.) f — ti = 0, t—v = 0^ ... W — X=:0. 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, dafs in jeder Verbindungsflache 
des Fünfecks eine Durchscbnittskante des Fünfflachs liegt, und umgekehrt, dafs 
durch jede Durchschnittsecke des Ffinfflachs eine Verbindungskante des Fünf- 
ecks geht, d. b. 

das Fünf/lach F ist dem Fünfeck f eingeschrieben, und das letztere 
dem ersteren umschrieben, und zwar so, dafs die Ecken von F m 
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den Kanten von f liegen , und die Verbindunysfiächen von f durch 
die Kanten von F gehen. 
Ferner: 

In Jeder Seiten/lache des vollständigen Fünfflachs wird durch die 
übrigen Seitenflächen und durch die Verbindungsgeraden des Pols 
der ersteren mit denen der übrigen ein rollständiges Vierseit mit 
seinem Polviereck ausgeschnitten. 

In der Thal sind z.B. die DurchschnlUsgeraden der .r- Fläche mit 
den anderen vier Seitenflächen von F: 

U'\-v-\-w = 0, a? = 0, 

/ i-v-^-w = 0, x = 0, 

t-^-u -f 11? = 0, x — 0, 

<+ti-{-t? =0, a? = 0, 

nnd die Dnrcbschnittspnnkte dieser Fläche mit den Verbindungsgeraden des 
ar- Eckpunktes mit den Obrigen vier Eckpunkten von f: 

U = V:=W, X = 0^ 

t = r == M?, a? = 0, 

/ = II = IT, -r = 0, 

/ = ii==r , a? = 0, 

d. h. das System eines vollständigen Vierseits mit seinem Pol Viereck (§. 1). 

§. 3. 
Jede vier Seitenflächen des Fänfflachs bilden ein Tetraeder; legt man 
durch die Durchschnittsgeraden dieser Seitenflächen mit der fOnflen Ebene 
und die entsprechenden Gegenecken des Tetraeders Ebenen, so sind dieses 
die sogenannten Diametralebenen des Fünfflachs; diese Diametralebenipn 
sind z. B. für das Tetraeder TU VW und' die Durchschnittsebene X: 

t -f ^4-«^ = — («'+^) = 0, 

welche Diamelralebenen sich der Reihe nach passend durch Xt, X^, X^, X^ 
bezeichnen lassen. 
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Solcher Diametralebenen giebt es im GaDzen zehn; man kann nämlicb 
die fflnf Seitenfifichen des FOnfflachs in fünf Gruppen zn vier als Seitenflfichen 
von Tetraedern zusammenstellen, erbfilt demnach 4.5 = 20 Diametralebenen, 
von denen aber je zwei identisch sind. Die Gleichungen aller Diametral- 
ebenen sind: 

{Tu oder U,) : f+ii = 0, 

(T„ oder V,) : /+r = 0, 

i(r^ oder Wi) : t-^-w = 0, 

(T, oder X,) : t+s = 0, 

C9.) J^^"" ^^^^ '^"^ : ii+ü == 0, 
(üu; oder Wu) : ii+ir ~ 0, 
\{U^ oder ITJ : ii-f-ar = 0, 
(Vu; oder FTJ : v-^-w = 0, 
(V^ oder X) • «^+^ = 0, 
(JVjcOier XJ) : w-^-x = 0. 
Aus der Form der Gleichungen (8.) und (9.) ergiebt sich der Sati^: 
die zehn Verhindungsfldchen des vollständigen Fünfecks f sind eon^ 
jugirt harmonisch zu den zehn Diametralebenen in Beziehung auf 
die Seitenflächen des Pttnfflachs zu zwei genommen. 

Dieser Satz ist vollständig analog einem im vorigen Paragraph be^ 
wiesenen bekannten Satze vom Vierseit und Viereck; der polare Satz aber 
kann schon deshalb nicht ungeändert stattfinden, weil die zwanzig Eckpunkte 
der fflnf Diametraltetraeder nicht wie die DiametratflAchen zu zwei zusam- 
menfallen. (Siehe weiter unten §.8.) 

Die fflnf Diametraltelraeder sind r^r^Tu^T,, V^U^U^U^, ViKV^Vx, 
W^WJVJV^, X^X^X^X^; die Gleichungen ihrer Eckpunkte sind leicht auf- 
zustellen; z. B. sind die Eckpunkte des Tetraeders T^T^T^T^: 

(10.) /('«)•-' = « ^w^x, 

(O: —< = •« = » = «> 
und so die übrigen. Diese Gleicbnngeq setgen, dafs die 30 Eckpaokte der 
Diametraltetraeder zn zwei anf Yerbindangsgeraden ^es Fflnfecks liegen, z. B. 
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die Punkte (/J nnd (u,) anf der Verbindongsgeraden (t, u) ; in der That liegen 
die Punkte: 

und (tiy) : — u = r=^.^ = ar 

anf der Verbindnngsgeraden 

(/,«): r = a> = X, 

und so liegen allgemein bei jeden zwei Diametraltetraedern ^ welche eine 
Seitenfläche gemeinschaftlich haben, die diesen Seitenflächen gegenflberliegen- 
den zwei Eckpunkte auf einer Verbindnngsgeraden des Fflnfecks f. 

Aus der Zusammenstellung irgend zweier einander so correspondiren- 
den Diametraltetraeder, z. 6. 

(TJ : /-f 11 =0 und (U^) : ii-f/ =0, 

(TJ : <+r =0 - . {U,) : ti + r=0, 

{T^) :/-f 11^ = - (J7J: ti + ir^O, 

ergiebt sich weiter, dafs die entsprechenden Seitenflächen derselben sich in 
geraden Linien durchschneiden, welche alle in der Ebene 

t-u = 0, 

d. h. in einer Verbindungsfläche (8.) des Fflnfecks, liegen : daraus folgt, dafii 
die vier Verbindungsgeraden der entsprechenden Eckpunkte der beiden Dia- 
metraltetraeder durch denselben Punkt gehen; dieser Punkt ist z. B. fflr die 
beiden Tetraeder T„T„T^r^ und Ü.U^Ü^U^: 

A.h. der Durchschnittspunkt der Diametralebene Tu oder Ut mit der Ver- 
bindungsgeraden (tjtt) des Fflnfecks, was mit dem vorhin Gefundenen Aber- 
einkommt, und zugleich vermittelst der Gleichung (3.) der Punkt: 

ü = M^ = a? = 0, 

d.h. der Eckpunkt (V, WjX) des Fflnfflachs. Also: 

DiefanfDiam^traltetraedet^ lassen sich zehnmal zu zwei ffrup/riren, van 
denen eine Seitenfläche in derselben Ebene liegt. Irgend ein solches 
Paar von Tetraedern ist homolog, d. h. die Verbindungsgeraden der 
entsprechenden Eckpunkte gehen durch denselben Punkt, einen Eck- 
punkt des Fünf flachs, und die Durchschnittsgeraden der entsprechen- 

JoaniAl für Mathematik Bd. LVI. Heft 3. 33 
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dm Teiraeder/ldeken. tugem in dereelbem Ebenef nOmUeA einer Ver- 
Knäungefläehe dee Fünfecke f. 



%. 4. 

Beim ebenen Vierseit und Viereck wnfde jede Verbindongsseite des 
Vierecks dnrob die xagebörigen Eckpunkte desselben , einen Eckpunkt des 
Vierseits und einen Eckpunkt des Diagonaldreiecks harmonisch getheilt: beim 
Fünfflach und räumlichen Fünfeck Uegen auf jeder Verbindungegeraden 
dee Fünfecks zwei Systeme von harmonischen Punkten, jedes gebildet 
durch dnen Eckpunkt dee Fünfecke j einen Eckpunkt des Fü$^Jlache, 
mnen Eckpunkt eines Diametraltelraeders und den Durchschnittspunkt der 
Verbindungsgeraden des Fünfecks mit einer Seitenfläche des Fünfflachs. 

In der That liegen s. B. auf der Verbindungsgeraden {t, x) 

1) die Punkte 

(t) : ii«=r = ii>= X 
und 

{Xi) : ti = r=iii== — 4?, 

welche conjugirt harmonisch sind su den Punkten: 

{U,V,W) : U=:V=:W = 
und 

l{t,x),X2 : u^v=zw, xt=0; 

diese vier Punkte lassen sich nAmlich, wie folgt, darstellen: 

(t) : U=:V=:Wj U — X = 0^ 

(ü, V, W) : tle»9e»l9, «s:.0, 

[(t,x)^X} : iis=s9s=si9^ ^ = 0. 

2) liegen auf (t^x) die Punkte: 

(x) : ts=sm = vs=zWy 

(t) : — <a=5ils=:0BiD, 

welche conjugirt harmonisch sind xu den Punkten: 
iU,V,W) : ii = ü=:ir = 0, 

was sich, wie vorhin, leicht erkennen Ifibt 
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§• 5. 
Jede VerbindQDgsgerade des Fünfecks enthalt ferner als ein karmo^ 
msches Punktsystem die beiden Eckpunkte des Fünfecks, conjußirt zu 
dem zuffehörigen EckpufUcte des Fünfflacks und dem Durchschnittspunkte 
der Verhindungsgeraden mit der Verbindungsebene der drei übrigen Eck* 
punkte des Fünfecks. 

Zum Beweise dieses Satzes nehmen wir etwa wieder die Yerbindangs- 
gerade (t^x)^ so sind die sngehörigen Eckpunkte des Ffinfecks: 

(Jt) l UtssiVs=Ws=:X, 

(a?) : t=^ut=ivs=zw , 
der entsprechende Eckpnnkt des FOnfllachs 

(17,F,IF) : « = r = iD = 
nad der Dnrchschnittsponkt der Verhindungsgeraden {t, x) mit der Verhin* 
dnngsfliche {u^v^w) 

[(/,a?), {n^v.wyi : u^9=^w, t = x/ 

diese Gleichungen lassen sich mit Hfllfe der Beslehangsgleiehnng (2.) unter 
folgende Formen bringen: 

(t) : u = v^w, l+4« = 0, 

(x) : u=^v=^Ws 4/-f a? = 0, 

(U,V,W) : « = r = iD, <+ a? = 0, 

litsX), iu,v,w)} : ii = r = iD, /— x = 0, 

woraus sich die harmonische Beiiehung der vier Punkte ohne Weiteres er^ 
gieht; denn setzt man etwa f-j-a?s=y und t--xs=zz, so werden die 4 Glei- 
chungen rechts: 5y — 8« = 0, 5y-|-8* = ^i y = 0, « = 0. 



%. 6. 
Die 30 Kanten der fflnf Diametraltetraeder liegen nach §• 8 zu 6 
in den einzelnen 10 Diametralebenen und bilden in denselben homologe 
Dreiecke; aufserdem geben sie in 10 Gruppen zu drei durch die einzelnen 
10 Eckpunkte des Ffinfflachs F, und zwar mit einem besonderen Bezüge zu 
den Verhindungsgeraden des Fünfecks f, welche durch dieselben Eckpunkte 
von F gehen. 

88* 
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Die Gleichangen dieser Kanten sind leicht zn bilden; z. B. sind die 
Kanten des Diametraltetraeders TuT„Tu,T^ oder tut^t^t^: 
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(r^,rj : t= u=—v 

geben zugleich mit der Verbindangsgeraden : 

(w,x) : / = ii = r 

durch den Eckpunkt (T^ ü, V) des Fflnfflachs F. Zugleich ergiebt sich aus 
der Form dieser Systeme von Gleichungen, dafs jede Kante des Diametral'- 
tetraeders und die zugehörige, d. h. durch denselben Eckpunkt des Fünf- 
flachs gehende Verbindungsgerade des Fünfecks conjugirt harmonisch 
sind zu den Durchschnittsgeraden ihrer Ebene mit den durch denselben 
Eckpunkt gehenden Flächen des Fünfflachs f denn die Ebenen durch jede 
drei zusammengehörigen Diametralkanten, z. B. fOr den Eckpunkt {T,U,V): 

sind conjugiri aarmonisch zu den Ebenen durch die in {T, ü, V) zusam- 
menstoßenden Kanten des Fflnfflachs und die Verbindungsgerade iw,x) des 

Fünrecks: 

tf — r = 0, v — t = 0, r— tis=0. 



Aus den bisherigen Entwickelungen ergeben sich folgende Constructionen : 

Es sei zunAcbst das Fflnfflach gegeben, so erhält man die Diametral- 
ebenen, indem man durch jeden Eckpunkt nnd die Durchscbniltskanle der 
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zugehörigen Gegenfläcben Ebenen legi; am die Eckpunkte des Fflnfecks za 
Gonstrniren, liat man etwa zq sämmtlichen Diametralebenen (9.) die conjngirten 
harmonisüben Ebenen (8.) zu zieben in Bezug auf die zugehörigen Seiten- 
flficbenpaare des Fflnfflacbs. Jede dieser Ebenen enthält drei Eckpunkte (4.) 
des Fflnfecks, und je sechs Ebenen gehen durch denselben Eckpunkt und je 
drei Ebenen durch eine Verbindungsgerade (7.) des Fflnfecks *)• 

Einfacher wird diese Construction durch den in §. 4 bewiesenen Satz, 
nach welchem die Verbindungsgeraden der freien Eckpunkte jedes der zehn 
Paare von Diametraltetraedern, welche mit einer Seitenfläche zusammenstofsen, 
durch zwei Eckpunkte des Fflnfecks gehen. Diese zehn Geraden gehen zu 
vier durch die einzelnen Eckpunkte des Fflnfecks, und zwar durch einen und 
denselben Eckpunkt (z.B. (/)) diejenigen vier Verbindungsgeraden, welche 
den vier Tetraederpaaren zugehören, die zusammenstofsen in den vier Diametral- 
ebenen durch die Durchscbnittskanten einer und derselben Seitenfläche (z. B. T^ 
des Fflnfflacbs. 

Ist zweitens das Fflnfeck /' gegeben, so verbinde man irgend zwei 
Eckpunkte desselben (z. B. (/) und (ti)) und suche zum Durchschnittspunkte 
dieser Verbindungsgeraden mit der Verbindungsfläche der flbrigen drei Eck- 
punkte {V, w, x) den conjugirten harmonischen Punkt in Bezug auf die ersten 
beiden Eckpunkte von f; dieser Punkt ist alsdann nach §. 5 ein Eckpunkt 
(der Punkt (F, W,X)^ des zum Fflnfeck /"gehörigen PolarfflnfSachs F. 

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens erhält man im Gan- 

5 4 
zen "tV^^O Punkte des Fflnfflacbs, die Anzahl der Eckpunkte desselben. 

Die Punkte liegen zu 6 in einer Ebene, einer Seitenfläche von F, und zwar 
diejenigen 6 Punkte, welche auf den 6 Verbindungsgeraden von irgend 4 
der Eckpunkte des gegebenen Fflnfecks Uegen. 

§• 8. 
Um nunmehr noch den Zusammenhang zwischen dem Fflnfeck und 
den Diamelralebenen des Fflnfflacbs zu vermitteh^, mflssen wir kurz einige 
Eigenschaften des räumlichen Fflnfecks entwickeln. 



*) Alle diejenigen Ebenen gehen durch denselben Eckpunkt von f, welche durch 
die Durchschnittsgeraden von vier Seitenflächen Ton F gelegt sind, d. h. durch die Kan- 
ten eines der Auf Tetraeder, welche durdi die Seitenflächen des vollständigen FunfDachs 
gebildet werden. 
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Wir haben in %. 1, gesehen , dafe in der Ebene das Diagonaldreieck 
dem vollstflndigen Vierseit und seinem Polviereck , nnd nmgekehrt dem voll«- 
sündigen Viereck nnd seinem Polarvierseit gemeinschaftlich ist; fQr die ent- 
sprechenden räumlichen Figuren, das Fflnfflach und FOnfeck, findet das nicht 
mehr statt. Vielmehr treten an die Stelle der Diametralehenen und Diametral- 
telraeder heim rfiumlichen FAnfeck Durchschnittsecken und durch sie bestimmte 
Dnrchschnillstetraeder, wenn wir den Durchschnittspunkt einer Verbindungs- 
geraden des Fünfecks mit der entsprechenden Verbindungsflflche Durchs- 
schnitUecke nennen. 

Die Gesammlanzahl dieser Durchschnittsecken ist gleich der Ansahl 
der Verhindungsgeraden des Fflnfecks, d. L 10; ihre Gleichungen sind: 

(t„ oder Vit) : / = 11, r = iD = x, 

( t«, oder 1^1 ) : / = r, n = n^ = x, 

Uty, oder »1) i t t=Wf ii = r c=x, 

(tjc oder Xi) i t t=zx, u=:v sssw, 

'(ttv oder t>„) : u=r, t =sw=ix, 

{{Uu, oder toj : u =:w, / = r s= x, 

|(ttx oder x^) z u=:x, t s=v =sw, 

'(»„; oder tOv) : r 8=10, I =ii =x, 

(Djf oder Xy) : r =x, t =u =^w, 

(Wx oder xj) : w=iX, t s=u =:v, 

wo (t„)s=(ni) die Durchschnittsecke auf der Verbindungsgeraden {t,u) bedeutet, 
u. s* w.; dafs die 10 Durchschnittsecken conjugirt harmonisch sind su den 
10 Eckpunkten des Polarfflnfflachs in Beziehung auf die Jedesmaligen swei 
Eckpunkte des Fflnfecks, welche auf der sie verbindenden Geraden liegen^ 
Ist bereits in $• 5 bewiesen worden, und damit zugleich ein in $• 3 geanfser- 
tes Bedenken erledigt. 

Die zehn Durchscbnittsecken lassen sich, Jenachdem sie auf Verbin- 
dungsgeraden liegen, welche durch denselben Eckpunkt des Fünfecks geben^ 
zu vier in fünf Gruppen als Eckpunkte von ebensoviel Tetraedern, den 
DmrcAsehmtüftetraedem , zusammenstellen; diese Tetraeder sind tuKtwtx^ 
n«u,;ittt,ttx, 9fi^u^^^x^ v»it0uV^,fV»x'i XiXuXvXu^^ mit den Seitenflichen: 



(11.) 
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(3:.,) : 2/+3ii=0, 

\{%u,) : 2/+3to = 0, 
{%x) : 2/+3a?=0, o, 8. w.; 
in der Tbat liegen auf der Ebene 

(Xu) : 2/+3if » 
die drei Punkte (t.,), (t„,), (tj, weil diese Gleichung durch jedes der 3 



(t„) : t=zV, ||e=fCFe=s^^ 

erfOllt wird, mit Berflcksichtigung der Bedingungsgleichung (2.): 

und so die flbrigen. 

Die Gleichungen (12.) zeigen, dafs die 20 Seitenflächen der Durch- 
schnittstetraeder zu zwei durch die Durchschnittskanten des Polarfftnfflachs F 
gehen, z. B. die Flächen (^ und QXt) durch die Kante {T,ü) u. s. w.; all- 
gemein gehen bei jeden zwei Durchschnittstetraedern, welche einen Eckpunkt 
gemeinschaftlich haben, die diesen Eckpunkten gegenflberliegenden zwei Seiten- 
fliehen durch eine Durchschnittskante des Fflnfflachs F. 

Aus der Zusammenstellung der Seitenflächen von irgend zwei solchen 
einander correspondirenden Durchschnittstetraedem 

{%u) : 2/+3II =0 und (U,) : 2ii+8/ =0, 
{%,) : 2/+3r =0 - (U„) : 2ii + 8r =0, 
(2^) : 2<+3iD = - (IL) : 2ii+3ii> = 0, 
(2J : 2#+3;f =0 - (U,) : 2ii+3a?==0 

ergiebt sich weiter, Aeh die entsprechenden Seitenflächen derselben sich in 
geraden Linien durchschneiden^ welche alle in der Ebene 

t—u = 
liegen, d. h. in der Verbindungsebene (VpW,x) des Fflnfecks; daraus folgt, 
dafs die vier Verbindungsgeraden der entsprechenden Eckpunkte der beiden 
Durchschnittstetraeder durch denselben Punkt gehen; dieser Punkt ist fOr die 
beiden Tetraeder ZuZyZu,Zjc und UiUulLU« 



260 Hermes, Pünfflfieh und Fünfeck im Räume. 

d.h. der Eckpunkt (F, W^X) des Polarfanfflacbs. Also: 

Die fanf Durchschmitstetraeder lassen eich zehnmal zu zwei ffTfip- 
fßiren, von denen immer ein Eckpunkt zusammenfällt. Irgend ein 
solches Paar von Tetraedern ist homolog, d. h. die Durchschnitts^ 
geraden der entsprechenden Tetraederflächen liegen in derselben 
Ebene, einer Verbindungsfläche des Fünfecks f, und die Verbindungen 
geraden der entsprechenden Eckpunkte gehen durch denselben Punkt, 
einen Eckpunkt des Polarfünfflachs F. 

§. 9. 

Beim ebenen Vierseit und zagehörigen Polviereck bildeten in jedem 
Eckpunkte des Vierseits die durch denselben gehenden Seiten desselben, eine 
Seite des Vierecks und eine Seite des Diagonaldreiecks ein harmonisches 
Strahlenbflschel ; beim Fünfflach und seinem Polfünfeck gehen durch Jede 
Durchschnittskante des Fünfflachs zwei Systeme von harmonischen Ebenen- 
büscheln, jedes gebildet durch eine Seiten/lache des Fünfflachs, mne Ver- 
bindungsfläche des Fünfecks, eine Seitenfläche des Durchschnittstetraeders 
und die Ebene durch die Durchschnittskante und einen bestimmten Eck^ 
punkt des Fünfecks. 

In der That gehen z. B. durch die Durchschnittskante {T,X) 

1) die Ebenen 

(T) : / = 0, 

(3E,) : 2a? + 3/ = 0, 
conjugirt harmonisch zu den Ebenen: 

{u,v, w) : t—x = 0, 
[{T,X),x\ : 4/+ar = 0; 

denn setzen wir etwa 2x-f-3/ = y^ so werden die vier Ebenen (T), (JEi)^ 
{u,v,w)^ [{T,X),x\ resp. /==0, y = 0, 5<-.y = 0, 5/4.>r = 0, d. b. 
ein harmonisches Ebenenbflschel. 

2) gehen durch die Kante (T^JIT) die Ebenen: 

{X) : a? = 0, 

(SCJ : 2/ + 3a? = 0, 

{u,v,w) i t— X t= 0, 

[l,T,X),t^ : 4a?+ t =0, 

wie die vorigen leicht als harmonisches Ebenenbflschel darzutbnn. 
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S. 10. 

Die 30 Kanten*) der fflnf Dorchscbnittsletraeder geben nach $• 6 
Je 6 dorcb die einzelnen 10 Dnrcfascbtiiltsecken nnd bilden in densdben 
bomologe dreiseitige Ecken; anfserdero liegen sie in 10 Gruppen zn drei 
in den einzelnen 10 Verbindnngsflflcben des rAnmlicben Fflnfecks f, ond zwar 
mit einem besonderen Beenge zo den Durchschniltskanten des PolarfänfBacbs F, 
welcbe in denselben Verbindangsfläcben von f enthalten sind. 

Die Gleichungen dieser Kanten sind leicht zn bilden; z. B. sind die 
Kanten des Dnrcbscfanittstetraeders t„tj<^t^ oder Xu^v^w^r- 

u. s. w.; 

immer diti von ihnen liegen in einer Verbindnngsebene des Fünfecks vS« B. 
die Kanten: 

liegen zugleich mit der Durchschnitlsireraden 

in der Verbindungsfläche (/, u, v) des Fflnfecks f: 

(t,u,v) : w — x = 0. 
Zugleich ergiebt sich aus diesen Gleichungen, dafs ßde Kant^ dmt DmrcA* 
sekmUHetraeders und die zugehörige, d. h. in derselben Verbrndung^tOehe 
dee Fünfecke liegende Durchechnittekante des Fünfflachs eanjugirt har^ 
manisch sind zu den Verbindungslinien ihres Durchschnittspunktes mit 
den in derselben Ebene liegenden Ecken des Fünfecks; denn nimmt man 
%. H« die Kante: 



*) Dieser und die Yorhergehenden Sätze lassen sieb aus den frflher entwickeilen 
Sitzen vom ▼oUstäiidigen Fönfllach und seinen Diametraltetraedem leicht durch die Theorie 
der reciproken Polaren ableiten; nur um die analytischen Ausdrilcke auch für die Elemente 
des riundichen Fanfecks und seiner Durchsohnittstetraeder zu erbalten und die leichte 
Handhabung der angewandten Coordinaten zu zeigen, sind diese Sätze nochmals selbst- 
stäodig entwickelt worden. 

Joumnl mr Mathematik Bd. LYL Heft 3. 34 
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so bildet diese mit der Darchscbnittskante des Ffinfflachs: 

coDjugirte harmonische Strahlen zu den Verbindongsgeraden ihres Darchschnitts- 
punktes 

(T, fr,X) ; / = ip = x = 

mit den drei Ecken des Fflnfecks: 

(/) : u=lv = wsszx, 

(u) : t =r = ti^==a?, 

(v) : t = u z=w = x, 
d. b. zu den beiden Geraden: 

und t^=w = x. 

Zum Beweise lege man etwa durch die vier Geraden und die {T, IF}- Kante 
des Fflnfflacbs Ebenen, so sind diese der Reihe nach: 

oder, indem man 2/+3ti^ = y setzt, y = 0, ii^ = 0, y-^-dw^O^ y— 5ir = 0, 
ein harmonisches Ebenenbflschel. 

§. 11. 
Es Iflfst sich jetzt zur Vervollständigung der in §• 7 mitgetheilten Con- 
slructionen noch eine einfache Construclion des zu einem gegebenen räum- 
lichen FQnfeck gehörigen PoIarfflnfSacbs angeben. In §• 9 wurde bewiesen, 
dafs die Durchschnitlsgeraden der freien Seitenflächen jedes der 10 Paare 
von Durchschnittstetraedern, welche einen Eckpunkt geroeinsam haben, in 
zwei Seitenflächen des Fflnfflacbs liegen, d. h. sich in einer Durchschnitts- 
kanle desselben durchschneiden. Diese 10 Geraden liegen zu vier in den ein- 
zelnen Seitenflächen des Fflnfflacbs, und zwar in derselben Seitenfläche (z.B. 2^ 
diejenigen vier Dnrchschnittsgeraden, welche den vier Tetraederpaaren zu- 
gehören, die gemeinsam haben die vier Durchschnittsecken auf den von einem 
und demselben Eckpunkte (z. B. (<)) des Fflnfecks ans gezogenen Verbin- 
dungsgeraden. 

Berlin, im November 1857. 
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Zur Theorie der ganzen homogenen Funetionen. 

(Voo Herrn Oiio Hesse zn Heidelberg,) 



Lehrsatz. 

9 W enn die Determioante einer ganzen homogenen Function der n 
^Variabeln Xi^ or,, ... x, identisch verschwindet, so Iflfst sich die 
„Fonction dorch bestimmte lineare Substitutionen von der Form: 

„auf eine Function der Yariabeln yi, yt% • • • y» inrflckfflhren, in wel- 
scher eine dieser Yariabeln fehlt**. 

Diesen in diesem Journal Bd. 43, p. 119 mitgetheilten Lehrsati strenger 
zu begründen ist der Zweck dieser Abhandlung. 

Es sei u eine beliebige ganze homogene Function m^' Ordnung von 
den n Yariabeln ^m ^2$ . • • x,,; femer seien tii, ii^, ... Hn die ersten, 
^ti^ ^12^ • • * ^mn die zweiten partiellen Differentialquotienten dieser Function 
nach den Yariabeln genommen. Die Determinante der letzteren, gebildet aus 
den Componenten: 

•^11 Wjt ... 



wird die Determinante der Fnnetion u genannt, und soll mit dem Zeichen J 
bezdchnet werden. Obwohl u^g und t«jur dem Werthe nach einander gleich 
sind, so will ich doch bei der partiellen Differentiation von J nach diesen 
Componenten einen Unterschied machen, um die bekanntM Determinanten- 
satze ohne Weiteres in Anwendung bringen zu können. 

Dieses vorausgesetzt, hat man bekanntlidi 

J == ^«il#rf + ^^ll^ + — + ^ir»«'*«> 
dJ 

wenn man der Kürze wegen setzt ^ — = J^x . 

34» 
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Die Determinante J l8t in Rflcksiebt auf die Variabein von der Ord- 
nung fi(m--3)9 wahrend die partiellen Differentialqnotienten J^ derselben 
stmmtlicb von der Ordnung (n— l)(ifi — 3) sind« 

Es habe aber die vorbin beaeicbnete Fonction u die Eigenschaft, dafs 
ihre Determinante J identisch verschwindet, d. h. für alle Werthe der Va- 
riabein. Diese Annahme wollen wir anch im Folgenden festhalten and anter- 
Sachen, welche Folgerangen sich daraas sieben lassen. 

Znnflcbst bemerke man, dafs die beiden aafgestellten Gleichnngen in 
die eine identische Gleicbang flbergehen: 

(10 = ^,iWa + ^«j«ia + — + ^«nWa«f 
in welcher der Index l alle Zahlen 1, 2, ... n noch x omfafsL Aas dieser 
Gleicbang entspringt nnn ein ganaes System in ROcksicht aaf die n partiellen 
Diiferentialqaotienten J^iy J^^ • • • ^»n linearer Gleichnngen, wenn man deip 
Index l die beseichneten Werthe zaertheilt, welches daza dienen kann, die 
Verhältnisse der genannten n partiellen Differentialqnotienten an bestimmen. 

Diese n partiellen Differentialqnotienten, fOr welche der Index x an- 
veränderlich aas der Reihe der Zahlen 1, 2, ... n aber beliebig gewählt ist, 
können einen allen gemeinsamen Factor M haben von der Ordnung fi in 
Rücksicht auf die Variabein. Haben sie keinen solchen Factor, so ist ilf=l. 
V^enn nun üf der gröfste gemeinsame Factor ist, so können wir setzen: 

(2.) ^iri = «i^i J^^a^M, . . . J^^^a^M, 
indem wir ^i, ^9 ••• ^n ganze homogene Functionen bedeuten lassen sflmmt- 
lich von der Ordnung (n—i){m—2) — /i, welche keinen allen gemeinsamen 
Factor haben. Hiernach werden alle Functionen Hi, o,, . . . a« Constanten, 
wenn eine derselben eine Constante ist. 

Eine Erwähnung verdient der Fall, iab einer der h Differentialqno- 
tienten JmX identisch verschwindet In diesem Falle verschwinden sflmmtliche 
Differentialqnotienten J^i, auch die, welche nicht unter den genannten Dif- 
ferentialquotienten enthalten sind, welches sich aus dem Vergleich des Systems 
Gleichungen (1.) mit dem folgenden: 

c= ^».iHzi-f^^n»-] 

sogleich ergiebt. Denn da dieses System ebenso zur YITertbbestimmung der 
VerbSltnisse von -^^ • ^r« • • • dient als jenes zur Werthbestimmung der Ver- 
baitnisse von ^«1 : ^«3 • • »^ und beide Systeme abgesehen von der Bezeichnung 



Hesseß zur Theorie der ganzen homogenen Pmwti^nen. 265 

der Usbek«iiiiten auf ainm hiMiiskomineo, m folgt bierau: 

and wenn J,^ verscbwiadet, dalli ancb J^^ <=: J^ veracbwindeL Wir baben 
also den Sata: 

^Wenn die Determinante einer bomof enen ganzen Function von n Va- 
„riabein identiscb verscbwindet, und wenn aofserdem der partielle Dif- 
„ferentialqnotient der Determinante naeb einer der Componenten genom- 
^men identiscb yerscbwindet, ao veracbwinden ancb die flbrigen partiellen 
^Differentialqnotienten der Determinante nacb den Componenten genommen 
^identiscb.'^ 

Es ist dieses der Fall, in welcbem die Function u durcb lineare Sub- 
stitutionen neuer Yariabeln sieb aurflckfobren Iflfst auf eine Function, welcbe 
zwei Variabein weniger entbilt. Dieser Fall verlangt eine besondere Unter- 
sncbung. Wir werden ibn daber bier nnberflcksicbtigt lassen, indem wir 
festsetzen, dafs weder M nocb eine der 6r6fsen Oi, Oji ••• a« identiscb 
verscbwinde. 

Setzt man die Wertbe von (3.) in (l.)) 90 erbalt man mit Unterdrflckung 
des Factors M folgende identiscbe Gleicbung: 

(3.) = aiiia4-öitfi,+ ..-|-«i.«'i«f 
welcbe wieder ein ganzes System identiscber Gleicbnngen reprSsenlirt, die 
ans ibr erbalten werden, wenn man dem Index k die Wertbe 1, 2, • • • n 
znertbeilL 

Wenn man diese Gleicbung mit xi multiplidrt und far 1 nacb einander 
die eben genannten Wertbe setzt, so erbAlt man mit Berflcksicbtigung der 
identiscben Gleicbung: Ui^Xi'\'Uy,Xf\-^**'\-u„^,^=(m—i)u^ dnrcb Addition 
folgende ebenfalls identiscbe Gleicbung: 

(4.) = aitii + fl2V2+ •• + «i.«n- 
Durcb Differentiation nacb x^ erbAlt man bieraus mit Berflcksicbtigung der 
Gleicbung (3.): 

(».) = ^.,+^^+...+^... 

Diese identische Gleicbung reprSsentirt ein ganzes System von n in 
Rflcksicbt auf tf|, ti,, ... u^ linearen Gleicbnngen, da l alle Jene Wertbe 
1, 2, ... n annebmen kann. Bildet man daber aus den Coeflicienten 
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da. da, 

■ * ■ • • • 

da, gg. 



die Determinante D, so hat man die identische Gleichung 

(6.) I> c= 0, 

dD 

woraus wiederum, wenn man setzt: ^^ ^ =^D^^, folgende identische Glei- 

chung hervorgeht: 

(7.) = l>„^ + i>^^+...+l>,^, 

in welcher fi und r irgend welche Zahlen 1, 2, .•• n bedeuten, selbst gleiche. 
Durch Differentiation der Gleichung (3.) nach x^ erhfilt man: 

wenn man den dritten Differentialquotienten der Function u nach Xi^ x^, Xy 
mit tia^y bezeichnet. Setzt man der KOrze wegen: 

(8.) aitii„ + a2«i2r+-+ö„«^ii.r = —u>i,, 
wobei zu bemerken, dafs u>iy^=:^Wyi, so stellt sich die vorhergehende idenUsdie 
Gleichung also dar: 

Multiplicirt man diese Gleichung mit D^^y, setzt fOr y nach einander 
die Zahlen 1, 2, • • . n und addirt, so verschwindet nach (7.) der linke Thell 
der Summe aller Gleichungen, und man erhfllt: 

(10.) == X>^,ii^a + X>^w^a2+- + ^^-«^a- 
Die aufgestellten Gleichungen dienen nun dazu nachzuweisen, dafs die 

Functionen ai, Oj, ••• a„ Constanten sind. 

Aus jeder von den Gleichungen (7.) und (10.) geht ein ganzes System 

linearer Gleichungen hervor, wenn man für ju die Zahlen setzt 1, 2, . . . ii. 

Das erste System dient zur Werthbestimmung der VerhAltnisse y^*^ -**9 

das andere zur Werthbestimmung der VerhSltnisse u^^ : t^as • • • • Da aber 
die Coefficienten der Unbekannten in diesen beiden Systemen linearer Glei-* 
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cbongen fibereinstimmeD) so mflssen die Differentialqnotienten yon a^ den ent- 
sprechenden Größen w proportional sein. Es ist mithin: 

Es bedeutet hier q einen nicht verschwindenden Factor für den Fall, dafs 
nicht alle w yersch winden. Wenn es also ein l giebt, fflr welches nicht 
alle w verschwinden, nnd wenn Aber dieses nicht alle Differentialqnotienten 
von a^ verschwinden, so bestehen jene Gleicbangen (110- Dos Verschwinden 
sflmmtlicher Differentialquotienten von a, werden wir nicht voraassetzen, weil 
wir es eben beweisen wollen. Das Verschwinden aller tr verlangt eine be- 
sondere Untersuchung, die wir nachfolgen lassen werden. 

HuItipUcirt man die Gleichungen (11*) der Reihe nach mit a^i, ;r2, ... x^ 
und addirt sämmlliche Gleichungen, so erhfilt man, da a^ von der Ordnung 
{n — \){fn—2)—ti 

{{n — \){m — 2)—fA}.(f.a^ = tt^iia?i-f«i^i2^2 + -- + ««^i«^n- 
Der rechte Theil dieser Gleichung verschwindet aber, wenn man für 
die w die Werthe aus (8.) setzt, wodurch er Obergeht in den rechten, mit 
(m — 2) multiplicirten Theil der Gleichung (3.). Es mufs abo nothwendiger 
Weise auch einer der Factoren des linken Theiles verschwinden. Da aber 
weder ^ noch Oy verschwinden, so wird fi der Grad von M 

fi = (n — I)(m — 2) 
gleich dem Grade der Functionen J^i in (20* Mithin werden die Functionen 
Ol, Oa, ... a^ Cottslanten sein. 

Wenn zweitens alle w verschwinden, so geht (9.) über in: 

(12.) = ^.,+^.,+... + ^.,.. 

Diese Gleichung, gleich lArie die Gleichung (3.), reprfisentirt ein ganzes 
System linearer Gleichungen, da X die Zahlen 1, 2, ... » bedeutet. Aus dem 
Vergleich der beiden Systeme ergiebt sich nun durch eine schon angewendete 
Schlufsfolge: 

(130 r-.=^, r-.=^. ... Po.=%, 

WO p eine noch zu bestimmende Function der Variabein Xi^ ... x^ bedeutet. 
Durch Integration erhalt man: 

(14.) «. = /'"*''.C., a, = /'"^'.C„ ... «, = /"''''. C. 



268 Heue, zur Jlkeorte der ganTien homogeHen PunetUnen* 

Die Constanten der Integration Ci, C,, ... C„ find Im Angemeineii 
Fanctionen^ welche die eine Variable aCy nkht entbahen. 

Die Fanclionen üi^ 02^ . . . a^ haben hiernadi den gemeinaameo Factor 
^fp ^r j^^ ^1^ ^1^^^ j^^ Annahme nach keinen aolchen Factor haben ^ ao 
niufs /y = sein. Hithin yerschwinden nach (13.) die Differentialqnotienten 
der genannten Functionen nach x^ genommen, und da r eine beliebige Ton 
den Zahlen 1, 2, ... n ist, so veracbwinden auch die Differentialqnoüenten 
der Functionen Ui^ Oi^ ... a^ nach irgend einer der Yariabeln genommen. 
Sie sind mithin Constanten. Mit Rflcksicht auf (4.) hat man daher den 
Lehrsatz: 

j^Wenn die Determinante einer homogenen ganzen Function von n Va* 
^nabeln identisch verschwindet, so giebt es immer n Constanten, mit 
^welchen die ersten partiellen Oifferentialquotienten der Function an muU 
^tipliciren sind, damit die Summe dieser Producte identisch verschwinde^. 
Wie die n Constanten bestimmt werden können, lehren die GMchungen (2.). 
Ich behaupte nun, dafs durch die Substitutionen: 

X2 = «2+A«2l 



wo Zt^ «2, •.. ^n beliebige lineare Functionen der (n— 1) neuen Variabdn 

ri^ yM-r'H-4 von der Form «, = a?yi + i^r2+*** + <-iy«-i «n*i »^ * 
die n^* neue Variable, aus der Function u die letste Variable gans ver- 
schwindet In der That: macht man in der Function u die angegebenen 
Substitutionen, so erhfilt man durch Entwicklung nach Potenzen von 1: 

lo dieser Entwieklnng bedeaten ir nod te' die AnsdrfliAe, in welche « and 
<'iCi4'^*'2-f*"-f <'<•*'" flbergeben, wenn man In denselben s,, «„ ... », 
statt X|, X2^ ... X, seiet. Ferner ist: 

,«" — ^ - I ^^ - I ■ BMf ^ 
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Da aber der Ausdrack aiUi'\-a2Ui'\-*»''\' a„u„ iienüseh yerschwindet, so ver- 
schwindet aach w' identisch für alle Werthe von iSTi, %, . . • isr». Verschwindet 
aber w' identisch, so verschwinden auch die partiellen Differentialqnotienten 
dieser Function nach z^^ ^2 9 • • • ^n genommen identisch ; mithin auch w" etc. 
Es verschwinden alle Functionen ir^ w", ... w^'^^, und die obige Ent- 
wicklung giebt: 

einen Ausdruck für u, welcher die n** neue Variabele l nicht mehr enthält« 
Heidelberg im December 1858. 
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Ueber die Ergänzungssätze zu den allgemeinen 
Reciprocitfttsgesetzen. 

(Von Herrn JE. £. Kummer.) 



In der Abhandhing Bd. 44, pag. 93 dieses Journals, welche denselben 
Titel führt, habe ich gezeigt, dafs die anf irgend eine ideale oder wirkliche 
Primsabl /"(a), in der Theorie der aus il**" Wurzeln der Einheil gebildeten 
complexen Zahlen, sich beziehenden Indices der Zahlen 1— a, X und der 
complexen Einheiten dnrch die Zahlen der Kreistheilung in einfacher Weise 
bestimmt werden. Da aber diese Bestimmung nur auf die idealen Primfactoren 
der nichtcomplexen Primzahlen p, von der Form /i = ml-f I9 Anwendung 
findet, so habe ich durch eine Veraligemeinemng der Theorie der Kreis- 
theilung die entsprechenden Resnhate auch fOr alle diejenigen idealen Prim- 
sahlen fia) gewonnen, welche Primfactoren nichtcomplexer Primzahlen yon 
anderen linearen Formen sind. Ferner habe ich die Indices eines bestimmten 
unabhängigen Systems von Einheiten, durch welches alle Einheiten sich aus- 
drücken lassen, auch so dargestellt, dafs sie nicht mehr durch die ZahleA der 
Kreistheilung, sondern durch die complexe Primzahl f(a) selbst bestimmt 
werden, auf welche der Index sich bezieht. Seitdem habe ich bei Gele- 
genheit eines Beweises der allgemeinen Reciprocitätsgesetze für X*'' Potenz- 
reste unter je zwei complexen Primzahlen, den ich im Februar 1858 in der 
Königlichen Akademie der Wissenschaften vorgetragen habe, auch für die 
Ergänzungssätze zu denselben einige neue, beachtenswerthe Ausdrücke ge- 
funden, welche ich hier kurz entwickeln will. 

1, 

Setzt man in der bekannten Laffranjfeschen Resolvente der Kreis- 
theilung 

in welcher a eine primitive Wurzel der Gleichung a^e=l, x eine primitive 
Wurzel der Gleichung af = i^ X eine ungrade Primzahl, p eine Primzahl 
der Form p=zmX'\^i und y eine primitive Wurzel von p ist, statt der 
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Wurzel a die variable ExponeotialgrOfse < und bildet den it*^" Differential- 
quotienten des Logaritbmas von 1^(«^ s) , SQ erhfilt man , nach Weglassang 
der mit dem Factor X behafteten Glieder, die Congruenz: 

ri ^ dHF(e- ,x) _ d^F(^,x) f dF(e-, x) Y rmnA l^ 
^^•^ d? = F(e%x)dv^ - \F(e^,x)dv) ^ ^'^'''^' ^^' 

Man hat nämlich nach einer bekannten Formel der Differentialrechnang, wenn 
ü eine Fanction von u, und u eine Function von r ist: 

^ ^ dv^ ^ du ^ du* ' . du* ' ' *' du^ ^ 

WO Ci, C2, Cs, . . . Cji aus den Differentialquolienten des ti nach r zu- 
sammengesetzt sind, und namentlich 

* rftr ' ^ ^ dv y 
ist 9 und wo, wenn X Primzahl ist, die GrOfsen C3, C3, ... Ca.i alle den 
Zahlenfactor ;i enthalten. Aus dieser Gleichung folgt die obige Congruenz 
unmittelbar, wenn u = F{e'',x)^ U=^lF{e'',x)=^l(u) genommen wird, 
und wenn man beachtet^ dafs 1.2.3...(;i— 1)^ — 1, (mod. A) ist. 
Setzt man nun r=:0, so wird: 

F(l,a?) = x+ x^+ a?^'-f ^j/"'=-l, 

also vermöge der Congraens A'^A, (mod. A), 
die Congruenz (1.) giebt daher: 

(3.) ;Si^)^_^*^+(|:*^)', („„,d.y. 

Die il^^ Potenz eines Polynoms ist aber, wenn l Primzahl ist, der Summe 
der X^^"" Potenzen der einzelnen Glieder desselben congruent; man hat daher 

Cslhx^^^ = sWx^^^, (mod.A), 

Ü '^ ü 

oder wenn l, als Potenz der primitiven Wurzel dargestellt, 

(4.) i = y*, (mod. p) 

35* 
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giebt, ood wenn k statt h^ gesetst wird, 



Verwandelt man A in A — t^ so wird 

U 

die Congraens (3.) giebt demnach 

rfX — '^ (mod.i). 
Es sei nan f(a) einer der ^—1 conjugirten idealen Primfactoren des 

p, und zwar derjenige, welcher znr Congrnenzwurzel a^=^g'^ gehört, es 
bezeichne ferner Ind. den Index, welcher sich anf die Primzahl f{a) bezieht, 
so dafs 

(7^) = «'""^ = *"^' (iiiod./(«)) 
ist, so hat man, well Nf{a)^=p und a^g^ , (mod. /"(«)) ist, 

fflr den Modul f{a\ und darum auch für den Modul p. Andererseits giebt 
die Congruenz (4.)9 durch welche die Zahl t bestimmt ist, 

X^ =y * , (mod./i), 

und aus der Vergleichung dieser beiden Congruenzen folgt: 

f ^ Ind.l, (mod. il). 

Die Congruenz (5.) giebt daher folgenden merkwflrdigen Ausdruck des Index 
von X in Beziehung auf f{a)i 

(6.) Ind.i = ^^i^^, (mod.A). 

Aus dem gefundenen, dem Gebiete der Kreistheilung angehörenden 
Ausdrucke des Index von X erhalt man einen entsprechenden durch die 
ideale Primzahl /(a), auf welche der Index sich bezieht, unmittelbar bestimm- 
ten Ausdruck, vermittelst der Zerlegung der X^ Potenz von F{a, w) in ihre 
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idealen Primfactoreo, nach der Formel 

(7.) F(a, xf = ± ar{a-'f'na''f^fia-^f^ . . . fia-^'-'^f'-^ 

in welcher die Exponenten m^ als die kleinsten positiven Wurzeln der Con- 
gruenzen von der Form 

hm^^i^ (mod.il) 
bestimmt sind and f(a) derjenige ideale Primfactor des p ist, welcher der 

Congruenzworzel a=^ß^^ angehört. Um die idealen Factoren dieses Pro- 
ducts zu wirklichen zu machen, wird anf beiden Seiten zur U^^" Potenz er- 
hohen, wo H der Exponent derjenigen Potenz sein soll, för welche 
f(a)^ = (p{a) eine wirkliche complexe Zahl ist. Es soll auch angenommen 

werden, dafs U nicht durch k theilbar ist, welche Bedingung bekanntlich 

;[ 3 

immer erfällt ist, wenn l nicht ein Factor des Zfihlers einer der ersten -y- 

Bemoultischeü Zahlen ist. Verwandelt man alsdann die Wurzel a in die 
variable Exponentialgröfse e"", so erhflit man aus der Gleichung (7.) in be- 
kannter Weise eine fflr jeden beliebigen Werth der Yariabeln e"" geltende 
Gleichung von der Form 

(8.) F(,0^,x)''' ^ ±e^'^iT,ip(e''^^r^+V.W, 

in welcher 

F= 14-^-f«'^ + ... + «<^-^>'' 

und. fV eine ganze rationale Function von e"" und von der Wurzel x ist. 
Nimmt man auf beiden Seiten die Logarithmen, so erbflit man 

miF{e%x) = /(±i)+Äw+'i'lm,/9)(^--^^) + /(i + rir.), 

1 

wo 

}y _, ^ 

uncf wenn der V^ Differentialquotient nach v genommen wird: 

Nimmt man nun r = und macht aus dieser Gleichung eine Congruenz nach 
dem Modul il^ so hat man zunflcbst 

(10.) ^li^m^o, (.^.n 
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ffir jeden beliebigen Wertb des Wi , welcher ganz oder gebrochen sein kann, 
wenn nur, wie es hier der Fall ist, der Nenner desselben fflr t7 = nicht 
den Factor l enthält. Entwickelt man nämlich diesen Differentialqootienten 
des Logarithmus nach der allgemeinen Formel (2.), so erhält man 

dHVW,) d^-'(rW,) d(VW,) 

dH(i^VW,) _ dv^ do^-^ dv , 

wo alle folgen/len Glieder Producte von mindestens zwei der ersten 1 — 2 
Differentialquotienten von VWi im Zähler enthalten. Diese 1—2 ersten Dif- 
ferentialquotienten sind aber fflr den Werth r = alle dnrch l theilbar, weil 
V mit seinen ersten X — 2 Differentialqnotienten für r=:0 durch X theilbar 
ist. Hieraus folgt, dafs fflr r == Ö xedes der auf das erste folgenden Glieder 
dieser Entwicklung den Factor X mindestens zweimaf enthält, dafs also 

d? = —d^P^ 1+^^ (mod.i). 

Ferner hat man nach einer bekannten Formel für die Differentiation eines 
Prodncts zweier Factgren: 
d^(VW,) _ d^V ^ , ,d^-'V dW, . X(X^\) d^-^r d'W,, A^d^W, 

und weil die Differentialquotienten des F bis zum X— 2*** einschliefslich fflr 
r = alle den Factor X enthalten, und die Binomialcoefficienten der X^^ 
Potenz denselben ebenfalls enthalten, so hat man 

Es ist aber 

^=l^--|-2»-«4.3^+... + (i-l)^' = -l, (inod.i), 

folglich 

ü^sO, (mod.A'), 



und darum auch 

wie behauptet worden. 



iimzi^o, (j^n 
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Nimmt man nan die ideale Zahl f(a)^ als H^"" Wursel aus der wirk^ 

üchen Zahl g>(a)=:f(a)^ dargestellt , in der Form f{o)^=^^^{a)^ so kann 
man einfach . 



besetchnen, nnd weil 



1 rfi/y(e^«^) _ djlfie-^'^) 
"F dv^ d^ ■ 

fe — - * dJ^ ' 



ist, so giebt die Gleichung (9.) folgende Congrnens: 

d^i = Td^r-^^hhm^, (mod.A), 

ateo vermöge der Formel (6.) 

Alnd.A = -^lj^s\h^m^, (mod-i^- 
Weil AfiiA^l, (mod. i.), so hat man 

s\h^m^ = 's\hh'^^\, (mod.Jl); 

hieraus schliefst man zunächst, dafs * /; durch l theilbar sein mufs, wel- 
ches auch anderweitig leicht zu beweisen ist; dividirt man also durch X, so 
hat man folgenden neuen Ausdruck des Index von l: 

(11.) Inda = 4-^^7^. (mod.i). 

Obgleich die Methode der Herleitung dieses Ausdrucks voraussetzt, 
dafs f{a) ein complexer Primfactor einer nichtcomplexen Primzahl p der, 
linearen Form mil-f 1 ist, so gilt derselbe dennoch ebenfalls für alle anderen 
idealen Primzahlen, weil für alle Primzahlen /"(a), welche complexe Prim- 
factoren nichtcomplexer Primzahlen anderer linearer Formen sind, stets zu- 
gleich 

(12.) Ind.A = und ^^i^i[^ = 0, (mod. A), . 

statt hat. Es folgt diefs daraus, dafs die conjugirten complexen Primfaotoren 
einer jeden nichtcomplexen Primzahl q, welche nicht von der Form i/iX -fl 
ist, zum Theil einander gleich sind, dafs also fflr dieselben eine Gleichung 
von der Form 

f{a) = nvf) 
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statt hat, in welcher r nicht congruent Eins nach dem Modul l ist. Ver- 
möge dieser Gleichung hat man 

T ^P = T dv^ = ^ T ^iiP^^' imod. Aj, 
also, weil r^ ^ r, nicht ^ 1 ist, 

Td^pr^ = 0, (mod.i). 
Ferner hat man, weil f(a)=:f{a') ist, 

und wenn man in der ersten dieser beiden Gleichungen a'' statt a setzt 
und demnach 

^r Ind. 2 ^ „Ind. X^ ^ Inj ;^ ^ J^ J j^^ („^^ J j^)^ 

woraus, weil r nicht congruent Eins ist, Ind. 1^0 folgt. 



8. 

Ans dem gefundenen Ausdrucke (11.) des Index von k, dessen AH- 
gemeingflltigkeit fflr alle complexen Primzahlen f{a) hierdurch bewiesen ist, 
soll nun mit Holfe der in der angeführten Abhandlung entwickelten Indices 
der Einheiten ein neuer for alle Primzahlen /"(a) geltender Ausdruck des 
Index von 1— et'' hergeleitet werden; in Ähnlicher Weise, wie dies a. a. 0. 
pag.129 fflr den speciellen Fall ausgefflhrt ist, wo Ind. 1^0, (mod.i.) ist. 

Aus der Formel 

l = (1— a)(l-a>')(l-a>'V..(l-a>^"'), 
in welcher y eine primitive Wurzel von l bezeichnet, erhslt man 

r = (1 _ a)^-' a-^«(a)^"*«(aO%(a^V"' . . . «K^)\ 

wo /i= T , und wo e(a) die Kreistheilungseinbeit 



ist Verwandelt man a in a" und nimmt auf beiden Seiten die Indices nach 
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dem Modd f(a)^ so erhalt man 

(130 Ind.il = — Ind. (1 — a«)—/ix Ind. a — i'AÄ Ind. iffct*'^"';, (mod.i). 

Drückt man nan die einfachen Kreistheiinngseinbeiten e(a), e(äy)^ . . . durch 
die ZQsammengesetzten Kreistbeilungseinheiten EiC^X £2(0), ... E^.i(a) ans, 
welche durch die Gloichang 

E„(a) = e(a)e{a^) e{a^ ) ... «(«^ ) 
bestimmt sind, aus welcher 

Ind. En (a) = ^IsJ y-^-*Ind. e {a^\ (mod. A) 



und durch Umkehrung 

Ind.^C«'^) = -22/"^Ind.E,(a), (mod.!) 

folgt, so erhalt man aus der Congruenz (13.) 

(14.) Ind.i= -Ind.(l — a*) - /i;^ Ind. a + 2^1)12^7^''^*"'*^ Ind. E,(a»). 

FOhrt man die Snmmation in Beziehung auf h ans ond bringt Ind.(l — a*) 
allein auf eine Seite der Congruenz, so hat man 

(15.) Ind.(l-a») = -l^i^.l- fixUA.a ^2s\^^^^^, (mod.i). 

Macht man nun von dem a. a. 0. pag. 128 gegebenen Index der Einheit E|,(a) 
Gebranch: 

(16.) Ind.E,(««) = (-l)-(y^_l)^=^ ^S^' (""»**•*>' 

in welchem 0, die n** 0«nioii//t9che Zahl ist, and setxt der Kflrse halber 

80 erhfllt man, indem man fQr Ind.il den gefnndenen Wertb bei (11.) and 

fQr Ind.(a) seinen Werth — l~~ s^t^^ folgenden Ansdraek des Index 
von 1 — o«: 

(17.) Ind.(l-o») = 

nach dem Modul l. 
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4. 

Aus den Indices der besonderen Einheiten E|(aX EaC^^X • • • E^.|(a) 
Ififsl sich ein allgemeiner Ausdruck fflr den Index einer jeden beliebigen Ein- 
heit E{a) auf folgende Weise ableiten. Da das System dieser /i—1 Einheiten 
ein vollständiges unabhängiges System ist, so Ififst sich jede gegebene Einheit 
E(a) durch dasselbe ausdrücken in der Form 

(18.) E(a) = oTE.iaf' E^Ca^ . . . E^^^Caf^-*, 
aus welcher man 
(1 9.) Ind. E{a)=:m Ind. a-f iwi Ind. E, (a) -f ntj Ind. Ea (a) -j- • • • -}-m^_i Ind. E^i(a) 

erhält, wo iii|, m^, ... in^.i auch rationale Brflche sein können, aber nicht 
solche, welche in ihren Nennern X enthalten, wenn nämlich, wie vorausge- 
setzt worden ist, l nicht in einer der ersten — ^ BernouUischen Zahlen 
als Factor des Zählers enthalten ist. Verwandelt man nun in der Form (18.) 
die Wurzel a in die Variable e"" und difTerentiirt logarithmisch, so werden 
alle ungraden Differentialquotienten des Logarithmus von E„(0 congruent 
Null, nach dem Modul k, wegen der Eigenschaft dieser Einheit, nach welcher 
E„(a)= E„(a-*) ist. Ferner hat man 

— di^ u^^ — d^' ^ ~rf;?«"~7*^ ' Cinod.i}, 

und weil diese Summe stets congruent Null ist, mit Ausnahme des Falles 
x = H, in welchem sie congruent /ll wird, nach dem Modul l, so hat man 

i ° , ^v ^ ^ Q> (mod.A), wenn x nicht gleich n, 



(20.) 
und weil 



^^^ = (-l)-^-i(y^-_l)^, (n,od.A), 



wie in der angefahrten Abhandlung pag. 139 gezeigt worden ist, so ist 
(31.) '^""f^y^ = (-ir(y^"-l)^, (mod.A). 

Man erbfilt demnach aas der Glerchang (18.) folgenden Werth des 2n*'" Dif- 
ferentialqnolieaten von /£(«"): 

—j^n — = '^"—3;^- — = »»«(—1) (r -1^ IJT' 
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und weno mit • |X ^ maltiplicirt wird: 

äi'^lE(e^) d^lfi^) _ . ,, Bn d]r'-lf(e-) 

~7^- dv^^'^ = »»n(— 1) (r — ^^TT rft;i-^« ' 

also vermöge der Formel (16.) 

' \v^^ V^i-al = m,Ind.E,(a). 

Der Aasdruck des Index der beliebigen complezen Einheit B(a) wird daher, 
weil überdies * . ^ ^ ^m ist: 

(22.5 I-d-BO^i^ J!:£<^ + S:fi^ ^^^,(„.,.»). 
Berlin, im December 1858. 
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lieber ein eleuientares Theorem der analytischen^ 

Geometrie. 

(Von Herrn P. Joachimitfhal zn Breslau.) 



§.1. 
Wf ahreiid die Gleichaog der Tangente einer ebenen Cnrve fflr recht- 
winklige und schiefwinklige Coordinaien dieselbe Form hat, ist dies bei der 
Normale nicht der Fall; es dflrfte daher zweckmäfsig sein, folgende fOr m^A- 
rere Coordinatensysteme ganz gleichlautende Construction der Normale unter 
die elementaren Anwendungen der Differentialrechnung mit aufzunehmen. 

Lehrsatz. 

Es sollen die positiven Variabein u und v entweder 

I) die senkrechten Entfernungen eines Punktes O von zwei sich schnei-* 
denden Geraden M und Nf oder 

11) die Entfernungen des Punktes O von zwei festen Punkten m und n; 
oder 

III) die Entfernungen des Punktes O von dem festen Punkte m und der 
festen Geraden N bedeuten. Beschreibt alsdann O eine Curve, deren 
Gleichung in Bezug auf eines dieser Systeme f{u,v) = ist, und 
trfigt man mit Berficksichtigung des Zeichens auf den von O aus ge- 
zogenen Strecken u und v Längen ab, die /^(ti), f{v) proportional 
sind, so ist die Diagonale des Aber ihnen construirten Parallelogramms 
die Normale der Cnrve. 

Die Richtigkeit dieses Satzes folgt aus bekannten statischen Principien oder 
aus folgender einfachen Rechnung. — Der Anfangspunkt C eines rechtwink- 
ligen Coordinatensystems lieg^ mit auf derselben Seite der Geraden M und 
xV; wir bezeichnen mit p, /»' die von C auf M und N geffillten Lothe, mit 
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a, ß; a!, ß^ die Winkel zwischen den positiven Halbaxen und p, p\ und 
nut h Vf ^ V die Coordinaten von m, n. Setzt man alsdann in /{ti^r)s=0, 
je nach den drei Coordinatensystemen, zwei der folgenden vier Gröfsen: 

äp—xeosa —y cos/9; />'— arcos«'— y cos/3'; 

so erhfilt man die Gleichung der Curve in rechtwinkligen Coordinaten. Die 
Gleichung ihrer Normale wird also 

Ä — j: r — y 
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wenn die Lotbe auf die Geraden M und JV so wie die Radien Vectoren nach 
m und n von O aus gezogen werden. Dadurch verwandelt sich (2) in 

X — X Y — y 

^C0S{UjX) + '^C08{v,X) '^008(u,y)'^^C0B{v,y) 

welche Gleichung die analytische Darstellung des Salzes ist. 

Anmerkung. Der Beweis zeigt, dafs die Verallgemeinerung des 
Satzes von der bekannten Integration der partiellen Differentialgleichung 



(^)'+(|r)' = * 



abhSngt Wir fibergehen dieselbe , so wie die Ausdehnung auf den Raum, 
die nach dem Vorhergehenden keine Schwierigkeit bietet. 



§.2. 
Die Eigenschaft der Tangentengleichung 

von dem Coordinatenwinkel unabhängig zu sein, fahrt zu dem Satze, dafs, 
wenn die Ordinaten aller Punkte einer Curve einen constanten Winkel um 
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ihre Fafspunkte beschreiben , eine Tangente der neuen Curve und die cor- 
respondirende der ursprOnglichen Carve sich auf der Abscissenaxe treffen; 

und da die Abscisse des Durchschniltspnnktes ^4"^ ungeändert bleibt, wenn 

y mit einer Constanten multiph'cirt wird, so gilt der Satz noch, wenn mit 
der Drehung der Ordinalen zugleich eine Verkflrzung oder Verlängerung der- 
selben in conslanlem Verhältnisse statt findet, wie hinlänglich bekannt ist. 

Ebenso föhrt der Satz in §.1 zu neuen Sätzen aber die Normalen, 
indem man bei Construction der Gleichung 

f{u,t) = 

in einem der drei Systeme I), II), III) entweder die festen Punkte und 
Geraden ändert, oder die Gleichung in Bezug auf verschiedene Systeme con- 
slruirt; z. B. 

Stehen zwei Curven K und k in solcher Verwandtschaft, dafs die Ent- 
fernungen eines Punktes in K von zwei festen Punkten A und B 
gleich sind den Entfernungen eines Punktes o in A von zwei festen 
Punkten a und b^ und trägt man auf den Normalen in und o beliebige 
Stacke iV, n auf, so verhalten sich die Componenten von N nach OA 
und OB wie die von n nach oa und ob. 

Ich fahre unter einer Anzahl ähnlicher eben diesen Satz an, weil der^ 
selbe so wie der analoge im Räume bei der Jocoftischen Erzeugungsweise 
der Linien und Flächen zweiter Ordnung von Nutzen ist. 

§. 3. 
Unter den zahlreichen specielleu Anwendungen des Satzes In $. 1 
mögen einige, die sieb auf folgendes Princip statten, hervorgehoben werden. 
^Construirt man die Gleichung 

Ati,r) = 

far zwei der drei Coordinatensysteme I), II), III), so erhält man zwei ver- 
schiedene Curven; ist O einer ihrer Durchschnittspunkle, und sind seine 
Coordinaten u, v in Bezug auf das eine System mit denen in Bezug auf das 
andere System identisch, so haben beide Curven in O dieselbe Normale, alse 
avch dieselbe Tangente.** 



^ 
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a) Es sei in nebensfehender Figur der Quotient 
der Perpendilsel Om und On, die von O auf die in 
A sich schneidenden Geraden M und N gefAllt sind, 
gleich a, so bedeutet im Systeme I) «— «r=0 die 
Gerade OA, weiche ihre eigene Tangente ist; dagegen 
stellt dieselbe Gleichung im Systeme III), wenn m der 
feste Punkt und iV die feste Gerade des Systems sind, 
einen durch O gehenden Kegelschnitt dar, der m zum 
Brennpunkte und IM zur Leitlinie hat, also ist OA 
Tangente des Kegelschnitts in O; anders ausgedrückt : 
die Tangenten an den Endpunkten einer Brennpunkts- 
sehne treffen sich in einem Punkte A der Direclrix, 
und die Gerade, welche A mit dem Brennpunkte verbindet, steht auf der Sehne 
senkrecht. — Im Systeme II) mit den festen Punkten m und n ist u—av=::=0 
die Gleichung eines Kreises, der durch und die beiden Punkte geht, in 
welchen die Halbirungslinien des Winkels mOn und seines Nebenwinkels die 
Gerade mn treffen; OA ist auch Tangente dieses Kreises. Den hieraus sich 
ergebenden Lehrsatz Obergehen wir. 

ft) Ist in obiger Figur Om.On=^ß^, so bedeutet im ersten Systeme 
uv=^ß^ eine durch O gehende Hyperbel, deren Asymptoten die festen Geraden 
M und N sind; im Systeme II) dagegen, wenn m und n die festen Punkte 
sind, eine die Hyperbel in berührende Lemniscale. Das von M und ZV 
begrSnzte Stück der Hyperbeltangente wird aber bekanntlich in O halbirt, 
folglich gilt derselbe Satz für die Lemniscate. (Man sehe Steiner, Bd. XIV, 
pag. 82 dieses Journals.) Aehnliche Constructionen und Sätze ergeben sich 
für alle Curven, welche durch eine Gleichung (« — a)(r — /9) = y in einem 
der drei Coordinatensysteme dargestellt werden. 

c) Sind in der nämlichen Figur M und ZV die Richtungen zweier 
conjugirten Durchmesser 2ya, 2^ß, und A der Mittelpunkt eines Kegelschnit- 
tes, so hat derselbe im Systeme I) die Gleichung 

(3.) ^ + ^ = sin^(JI,ZV). 

Denken wir uns aber von einem Punkte O dieser Gurve auf Hd und ZV die 
Lothe Om, On gefällt und betrachten m, n als feste Punkte des Systems II), 
so stellt (3.) einen Kreis dar, dessen Hittelpunkt der Schwerpunkt von m 
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und n ist, wenn man diesen die Gewichte -j, — oder resp. a ond ß bei- 
legt. Da aber in O sich beide Cnrven berühren, so haben wir den Satz: 

Fällt man von irgend einem Punkte O eines Kegelschnittes auf zwei 
conjugirte Durchmesser desselben 2}/a, 2yß die Lothe Om, On; so triSI 
die Normale in O die Verbindungslinie der Fufspunkte m, n im Schwer- 
punkte von m und n, wenn man diesen die Gewichte a und ß beilegt 
Far den Kreis halbirt also die Normale mn; fflr die gleichseitige Hyperbel 
ist sie mit parallel. 

Anmerkung. Ein ähnlicher Satz gilt fOr die Flachen zweiten Grades 
mit der Modificalion, dafs an den Fnfspunkten der auf drei conjiirirte Dia- 
metralebenen geffillten Lolhe die Quadrate der Parallelogramme zwischen Je 
zwei conjugirten Durchmessern als Gewichte anzubringen sind. Der gleich- 
seitigen Hyperbel entsprechen hier diejenigen Hyperboloide, deren Asymptoten- 
kegel nnzfihlig viele Ternionen von drei auf einander rechtwinkligen Kanten 
enthalten; 

Breslau, im Januar 1859. 
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lieber das Gleichgewicht nnd die Bewegung eines 
unendlich dünnen elastischen Stabes. 

(Von Herrn G. Kirehhoff zu Heidelberg.) 



-Paisson hat in seinem Traitö de mecaniqne eine Theorie der endlichen 
Formandernngen entwickelt, die ein unendlich dflnner, nrsprOnglich gerader 
oder krummer, elastischer Stab durch Kräfte, die theils auf sein Inneres theils 
auf seine Enden wirken, erfahrt. De SUtint^Venant hat Jedoch nachgewiesen, 
dafs die Voraussetzungen, von denen Poisson dort ausgegangen ist, theil- 
weise unrichtig sind, und hat zum ersten Male die Torsion und Biegung eines 
unendlich dOnnen Stabes von beliebigem Querschnitt, von den Grundgleichun- 
gen der Theorie der Elasticitat ausgehend, mit Strenge untersucht. De 
Saint ^Venant hat dabei aber nur den Fäll behandelt, dafs der Stab ur* 
sprOnglich cylindrisch ist, dafs die Formanderungen unendlich klein sind, und 
dafs die Achse des Stabes eine Achse der Elasticitat ist. In der vorliegen- 
den Abhandlung untersuche ich, von den Gleichungen der Theorie der Elasti- 
zität ausgehend, die Formanderungen eines unendlich dflpnen Stabes von 
flberall gleichem Querschnitt ohne diese beschrankenden Annahmen. 

In dem ersten Paragraphen stelle ich über die Grundgleichungen der 
Theorie der Elasticitat gewisse Betrachtungen an, welche die Anwendung 
derselben auf den Fall eines unendlich .dflnnen Stabes vorbereiten ; im §. 2 
wird diese Anwendung in ihrer Allgemeinheit, in Beziehung auf das Gleich- 
gewicht und die Bewegung, gemacht; §.3 behandelt das Gleichgewicht eines 
nrsprOnglich cylindilschen Stabes, der durch Kräfte, die auf die Endeu wir- 
ken, eine endliche Formänderung erlitten hat; es ergiebt sich. hier, dafs die 
Aufgabe, die Gestalt des Stabes zu bestimmen, auf dieselben Differential- 
gleichungen fflhrt^ wie das Problem der Rotation eines schweren Körpers um 
einen festen Punkt; im §. 4 endlich entwickle ich ein Beispiel fOr das 
Gleichgewicht eines ursprQnglich krummen Stabes unter dem Einflufs von 
Kräften, die auf die Enden wirken, indem ich die Formänderung untersuche, 
die eine aus einem Drahte von kreisförmigem Querschnitt gebildete Schrauben- 
linie durch eine Kraft erfahrt, die auf einen mit dem Ende derselben fest 
Verbundeneil Punkt der Achse in der Richtung dieser wirkt. 
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§•!• 
Ea seien x, y, z die rechtwinkligen Goordinaten eines Punktes eines 
homogenen elastischen Körpers in seinem natflritcben Znstande; mit diesem 
Namen will ich den Zustand eines Körpers bezeichnen, bei dem an keinem 
Orte Dilatationen (oder Contractioneh) stattfinden. Durch unendlich kleine 
KrAfle, die theils auf das Innere theils auf die Oberflache wirken« und die 
ich dufsere nennen will, um sie von den elastischen zu unterscheiden« möge 
der Körper eine Formänderung erleiden; nach derselben seien x-^-u, y-^-v, 
Z'{-w die Goordinaten des vorher betrachteten Punktes, den ich als den 
Punkt {x, y, z) bezeichnen will. Durch diesen Punkt denke man sich nach 
dem Eintreten der Formänderung eine Ebene senkrecht zur :r-Axe gelegt; 
diese theilt den Körper in zwei Theile; die Gomponenten nach den Goor* 
dinatenaxen der auf die Flächeneinheit bezogenen elastischen Kraft, welche 
der Theil, dem die gröfseren Werthe von x entsprechen, auf den andern im 
Punkte {x,y,z) ausübt, seien: 

-^JCI ^X9 ^X9 



und die analoge Bedeutung sollen die Zeichen 




-^^ -«yj ^yy 

haben. Dabei ist dann: 




•*^x -^ f ^y ^z > ^z - 

Ich setze ferner: 





^y — 'd^' ^'— '^'— l^ + a^T' 

dw dv^ xdu ^ 



bezeichne durch 



iX^ iY, iZ 

die Gomponenten der fiufseren, auf die Einheit des. Volumena bezogenen Kraft, 
die nach der Formänderung im Punkte (x, y, z) im Innern des Körpers wirk- 
sam ist; ferner durch 

•(JT), t(F), iiZ) 

die Gomponenten der auf die Flächeneinheit bezogenen äufseren Kraft, die 
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auf die Oberfläche Im Pnnhte {x, y, z) aasgeflbt wird, wobei ich unter i eine 
unendlich kleine Constante, unter X, Y, Z, (X)^ ( F), (Z) endliche Gröfsen 
verstehe;. und schreibe endlich die Gleichung der Oberflfiche des Körpers in 
seinem nalQrlicben Zustande: 

ff = 0. 

Unter der Voraussetzung, dafs die 9 Differentialquotienten von u, v, w nach 
X, y, 2r unendlich klein sind, sind dann die 6 Gröfsen X^, Xy, ... lineare 
homogene Functionen der 6 Gröfsen x^, Xy, ..., deren Coefficienten die 
Constanten der ElasticitSt des Körpers sind, und fflr den Fall des Gleichge^ 
wichts ist fflr jeden Punkt im Innern des Körpers: 

und fflr jeden Punkt der Oberfläche: 

(3.) / n^+ r,f + r.^ = i(>-)V (^)'+(f)'+(#)- . 

WO die Wurzelgröfse positiv tu nehmen ist, wenn fflr die Punkte im Innern 
des Körpers g negativ ist. 

In den allgemeinen Lösungen dieser Differentialgleichungen für u, v, w 
kommen 6 willkarliche Constanten vor; die Ausdrflcke von v, v, w ent- 
halten nAmlich die additiven Glieder 

Oo-^cy — bz, bii'\- az — ex, CQ'\-bx — ay, 

in denen o^j, ig, Cu, a, b, c willkarliche Constanten sind. Es folgt das 
daraus, dafs die Gröfsen u, v, w nur in so fern in den Gleichungen (1.) 
und (2.) vorkommen, als sie die Werthe von x^^, Xy, ... bedingen« und 
diese Werthe ungeändert bleiben, wenn man zu u, v, w die angegebenen 
Glieder hinzufOgt. Die 6 Constanten o», 609 ^09 ^> ^> ^ sollen durch die Fest- 
setzung ihre Bestimmung erhalten, dafs fflr den Punkt {x=0^y=0^z=^0\ 
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der in dem Körper liegen möge, 

(3.) « = 0, r = 0, w = 0, 1^ = 0, 1^ = 0, :^ = 



dx ^ dx ' dy 



ist. Da von den 9 Gröfsen: 

1, 



dv dw 

dx ' "57- 



du j. dw 

du dt; . 

die 3 der obersten Horizontalreiiie die Cosinus der Winkel sind, die ein nr-^ 
sprflnglicti der x^Axe paralleles Linienelement nach der Formfinderang mit 
den Axen bildet, and die übrigen die entsprechende Bedeatang haben, so 
sagen die drei letzten der Gleichungen (3.) aus, dafs ein durch den Punkt 
(x=:0, yc=0, i8? = 0} der or-Aze ursprflnglicb parallel gelegtes Linien- 
elemeot seine Richtung nicht. Ändert, und ein durch denselben Punkt der 
y-Axe ursprflnglicb parallel gelegtes Linienelement senkrecht auf der «•- 
Axe bleibt 

Die Gleichungen (l.)) (2.) und (3.) bestimmen die Functionen u, v, 
w eindeutig, wie spfiter (nach der Gleichung (9.)} nachgewiesen werden soll. 
Die Ausdrücke von u, v, w und ihre Differentialqootienten nach x, y, z 
mflssen hiernach den Factor t enthalten ; sie werden daher von der Ordnung 
von t sein, wenn alle Dimensionen des Körpers endlich sind, oder., um mich 
prftciser auszudrflcken, wenn in der Function g nur endliche Constanten vor- 
kommen. In diesem Falle ist also die Voraussetzung, dafs die 9 Differential- 
quotienten von u, V, w nach x, y, z unendlich klein sind, unter welcher die 
Gleichungen (1.) und (2.) nur richtig sind, erfflUt. Enthalt \^ eine unendlich 
kleine Constante, so wird diese Voraussetzung im Allgemeinen nicht erfflUt; 
ihr wird aber auch genfigt in dem Falle, der jetzt betrachtet werden soll. 

Es seien alle Dimensionen des Körpers unendlich klein und von der- 
selben Ordnung; oder, um bestimmter zu sprechen, es sei die Gleichung ^=0 
der Art, dafs, wenn man in ihr setzt: 

(4.) t?=±={r, y = {p, «=^ia, 

wo i eine unendlich kleine Constante bedeutet, sie flbergeht in eine Gleichung 

« = 0, 

deren linker Theil eine Function von x:, 9, ) ist, die nur endliche Constanten 




\ 



V m^ 


du 


fx = 


' ^' 


fr'^ 




u.= 
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eotbSlt. Die Gröfsen X, Y, Z, (X), (F), (Z) sollen Fanctionen von x, y, z 
und { sein, aber solche , die endlicb bleiben fär alle Werthe, die x, y, zin 
dem Körper erbalten. 

Die Substitutionen (4.) denke man sieb aacb in den Gleichungen (l.)) 
(2.) und (3.) ausgefOhrt. Macht man 

du? , öt; 

du , dw 

*' = "^+"^' 

dv I du 

^~^'^ dp 

und beteichnet durch X^? S)x9 3x9 * • • die Ansdrflcke, die man erhalt, wenn 
man x^, y^, z^, . . . ersetzt durch Xx^ 9xj S«9 * * * ^^ ^^^ AusdrfliAen, die 
Xjf, Y^, Zx> ... als Functionen von x^, y^, Zx$ • • • darstellen, so erhilt 
man dadurch: , 

dXx I dXy j pXz • f2 -jr 

(5.) / üf. J- ^h. j. iSi. = _,f Y 
^ ^ \ Qt ^ B^ ^ dl " '' 

fQr 9 = 0: 

(6.) /ä,,^+s.,^+g.|.=i,(r,y'^7+^7^. 

oBd für r = 0, J> = 0, s = 0: 

(7.) « = 0, r = 0, .p = 0, -^ = 0, ^ = 0, 1^ = 0. 

Wenn durch die Ausfflbrung der Substitutionen (4.) in den Ausdrücken von 
X, Y, Z, (JT), (F), (Z) die Gröfse i nicht verschwunden ist, so kann man 
doch fDr diese 6 Gröfeen die endlichen Grenzwerthe setzen, denen sie sich 
der gemachten Annahme zufolge nahern müssen, wenn i sich der Null nähert; 
d. h. man kann X, Y, Z, (X), (F), (Z) als endliche und von i unabhän- 
gige Functionen von x^ 9, ) betrachten. Aus diesem Grunde müssen die 
Werthe, die fflr u, v, w aus den Gleichungen (5.), (6.)) (7.) sich ergeben, 
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von der Ordnang des Prodacts ii sein; von derselben Ordnung sind die 
Differentialquotienten von v, v, w nach x^ 9^ i^ und daher sind die Differential- 
quotienten von u, V, w nach x, y, z von der Ordnung von t. 

Die Gleichungen (1.) und (2.) gelten deshalb auch fflr den jetzt be- 
trachteten Fall; sie vereinfachen sich in demselben aber wesentlich. ErwSgt 
man nämlich , dafs die rechten Theile der Gleichungen (5.) unendlich klein 
sind gegen die rechten Theile der Gleichungen (6.), so sieht man, dafs die 
Gröfsen X, Y, Z nur einen verschwindend kleinen Einflufs auf die Werthe 
von u, V, w ausüben, dafs man sie daher vernachlässigen und die Gleichun- 
gen (1.) ersetzen kann durch die folgenden: 

djc '^ dy ^ dz ~ "' 

Diese Gleichungen sind unter der Voraussetzung abgeleitet, dafs iX, 
iY, iZ von derselben Ordnung als iiX)^ ii^\ ^iZ) sind; sie gelten offen^ 
bar auch in dem Falle, dafs jene 3 Kräfte unendlich klein gegen diese sind, 
sie gelten aber nicht in dem umgekehrten Falle. Die Schlösse, welche weiter 
unken aus den Gleichungen (8.) gezogen vjferden sollen, gelten also auch nur 
unter der Voraussetzung, dafs <ler letzte Fall nicht statt findet. 

Die Gleichungen (1.) und (2.) lassen sich in eine Gleichung zusam- 
menfassen. Von den 36 Constanten, welche die Gleichungen enthalten, die 
X^, Yx\ ... als Functionen von x^, y^, ... darstellen, mflssen 15 anderen 
15 gleich sein, so dafs der Ausdruck 

X,^dx,+ Y^dyy + Z^dz^-]^Y^dy, + Z,dz,-\-Xydx, 

das vollständige Differential einer homogenen Function 2*''" Grades der 6 
Variabein x^, yy, «x> y*^ ^xß ^y ist*). Ist F diese Function, so sind die 




*} Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt leicht aus den Prinzipien der mechani- 
schen Wärmetheorie. Wäre nämlich der angegebene Ausdruck kein vollständiges Diffe* 
rentiäl, so könnte mau mit Hülfe des elastischen Körpers Arbeit gewinnen, indem man 
Druckkräfte auf die Oberfläche desselben wirken läfst, die man so variirt, dafs der Körper 
wieder in seinen ursprünglichen Zustand zurückgeführt wird; es könnte das nach jenen 
Prinzipien nicht der Fall sein ohne einen entsprechenden Verlust an Wärme; fände ein 
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Gleicbangen (1.) und (2.) gleichbedeutend mit der einen: 

(9.) dn — dJ^Fdxdyäz = Ö, 

in der das erste Gli^d der linken Seite das Moment der aufseren Krfifte fOr 
unendlich kleine Aenderungen von u, v, w, und das zweite die entsprechende 
Variation des in ihm vorkommenden, Ober das Volumen des, Körpers ausge- 
dehnten Integrals bedeutet. 

Aus einer gewissen Eigenschaft der Function *JP lafst sich die oben 
ausgesprochene Behauptung, dafs die Gleichungen (1.)? (S.)? (3*) die Functio- 
nen u, V, w eindeutig bestimmen, beweisen. 

WSre dieses nicht der Fall, so mfifste es von Noil verschiedene Werthe 
von flij V, w geben, die den Gleichungen (1.)) C^O) (^O genügen, wenn die 
rechten Seiten der Gleichungen (1.) und (2.) gleich Null gesetzt sind. Es soll 
gezeigt werden, dafs es solche Werthe nicht giebt. Multiplicirt man die Glei- 
chungen (L) mit udxdydz, vdxdydZy todxdydz und integrirt- sie Ober 
das Volumen des Körpers^ dividirt man die Gleichungen (2.) durch 



V(#)'+(f)"+(t)V 

multiplicirt sie mit u JO, t? JO, wdO^ wo dO ein Element der Oberfläche des 
Körpers bedeutet, and integrirt sie über diese Oberfläche, go erhält man fflr 
den Fall, dafs X, Y, Z, {X), (F>, (Z) = sind durch Addition: 

= jFdxdydz. 

Fflr einen Körper, dessen Elaslicität in allen Richtungen dieselbe ist, ist die 
Function F weiter unten (in der Gleichung (29.)) aufgestellt; es hat hier F 
die Eigenschaft, nie negativ zu werden und nur zu verschwinden, wenn die 
6 Argumente x^, Xy,. . = sind; da bei denjenigen Körpern, welche in 
verschiedenen Richtungen eine verschiedene Elasticität besitzen, die Unter- 
schiede der Elasticität nur klein sind, so wrrd man annehmen dürfen, dafs 
bei allen in der Natur vorkommenden Körpern 4*^ dieselbe Eigenschaft hat. 
Es folgt dann aus der abgeleiteten Gleichung, dafs die 6 Gröfsen x^, Xy, . . . 
in dem ganzen Körper gleich Null sind. Um zu beweisen, dafs hieraus und aus 



solcher staU, so wäre aber dennoch die Uebereinsthnmung mit den genannten Prinzipien 
nicht hergestellt, denn bnan könnte mit Hülfe des elastischen Körpers Wärme in Arbeit 
verwandeln, ohne dazu Körper von verschiedener Temperatur nöthig zu haben. Diese 
Betrachtung ist, wie ich glaube, schon von W, Thomson im Quarterly Mathematical 
Journal (April 1855) angestellt; ich habe die citirte Stelle nicht einsehen können. 
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den Gleichangen (3.) fOr den ganzen Körper ti = 0, v=^Oi w = sich 
ergiebig entwicide ich, wie man u finden kann, wenn ^^i ^y> • • • gegeben 
sind. Es ist 

« = («).+/(^'"+f-<':K+^i.), 

WO (u)o den Werth von u für ^ = 0, >' = 0, z = bedeutet, und wo die 
Integration aof einem beliebigen Wege von dem Punkte (a?=0, y=0, z=0) 
bis zvL dem Punkte (x, y, z) auszudehnen ist. Bei ähnlicher Bezeichnung 
hat man: 



*■ = (^U/C^-'+^-r+l^-^), 



dy 



und es ist 



d^u _^ dxx 
dxdy dy ' 

d^u dyx §2^ 

dy' ~ dy dx' 

d*u j^ / dyz I dzx_ , 9xy \ 

dydz ~ *v öjr «^ ör ' ö*/* 

Diese Werthe denke man sich in die Gleichung für -J^ substituirt; einen 
Ähnlichen Ausdruck, wie man ihn dann fflr -^ erhalt, kann man für ^ 
ableiten; -k— hat den einfacheren Ausdruck: x^. Wenn nun die 6 Gröfsen 

x^, Xy, . . . = sind und die Gleichungen (3.) bestehen, so folgt hieraus 

•j *> *> • 

zunächst, dafs ^ — , -^, -^ = sind, und dann weiter, dafs « = ist. 

Auf dieselbe Weise lafsl sich offenbar ableiten, dafs auch v und w ver- 
scbwinden. 

Die Gleichung (9.) gilt — wie die Gleichungen (1.) und (2.) — nur, 
wenn alle Dimensionen d^s Körpers von gleicher Ordnung sind; eine Glei- 
chung von ähnlicher Form läfst sich aber auch fflr den Fall aufstellen, dafs 
diese Bedingung nicht erfüllt ist. In diesem Falle denke man sich den Körper 
in Theile zerlegt, von denen ein jeder Dimensionen von gleicher Ordnung 
hat. Einen von diesen Theilen stelle man sich vor in seinen natürlichen 
Zustand und in eine Lage gebracht, die sogleich charakterisirt werden soll; 
X, ff z seien dann die Coordinaten eines Punktes dei^ Theiles in Beziehung 
auf ein rechtwinkliges Coordinateosystem, dessen Anfangspunkt in dem Theile 
selbst liegen möge; x-j-u, y-fv^ z-^-ta seien die Coordinaten desselben 
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Punktes in Beziehung auf dasselbe Coordinatensystem , wenn der Tbeil in 
seine veränderte Form and Lage zarflckgebracbt ist; jene nocb nnbestimmt 
gelassene Lage des Tbeiles bei seinem natOrlicben Znstande soll so gewflblt 
sein, dafs fflr a? = 0, y==0, z = Q die Gleicbnngen (3.) besteben. £s gilt 
dann fttr den betrachteten Tbeil die Gleicbnng (9.)9 wenn man bei der Bil- 
dung von da, die elastischen Kräfte berficksiehligt, die auf seine Oberflache 
von den benachbarten Tbeilen ansgeflbt werden. Stellt man die Gleichung 
(9.) ffir alle Theile auf, in die der Körper zerlegt gedacht ist, und nimmt 
die Summe, so erhält man: 

(10.) dn — dsjFdxdydz = 0, 

wo d£2 das Moment der Sufseren Kräfte bedeutet, die theils auf das Innere 
theils auf die Oberfläche des Körpers wirken, da das Moment der auf die 
Grenzflächen der einzelnen Theile wirkenden elastischen Kräfte verschwindet. 

Die Gleichung <10), die die Gleichung (9.) als speciellen Fall enthält, 
läfet noch eine weitere nfitzliche Verallgemeinerung zu; sie läfst sich nämlich 
von der Voraussetzung unabhängig machen, dafs x, y, z, u, v, w sich auf 
den nalürtichen Zustand des entsprechenden Tbeiles des Körpers beziehen; 
beziehen sich x, y, z, u, v, w auf einen Zustand, in dem beliebige, nur un- 
endlich kleine Dilatationen stattfinden, und sind u', v', w' die Werthe, welche 
u, Vj w annehmen, wenn man den betrachteten Tbeil in seinen natflrlicben 
Zustand und in eine beliebige Lage äbergehen läfst, so sind die Gleichungen 
(1.), (2.), (3.) richtig, wenn man in ihnen für u, v, w setzt u — u\ v — v\ 
w — w\ Dieselbe Substitution mufs daher auch die Gleichungen (9.) und 
(10.) für diesen Fall gflitig maohem 

Von der Gleichung £10.), die sich auf das Gleichgewicht des elasti-» 
sehen Körpers bezieht, kann man durch, ein bekanntes Frincip der Mechanik 
leicht Obergehen auf den Fall der Bewegung desselben; ist / die Zeit und T 
die halbe lebendige Kraft, so gilt für die Bewegung die Gleichung: 

(11.) y^dl\i9T^dS2-dsjFdxdydz\ = 0. 

§.2. 
Es sollen jetzt die Gleichungen (IQ.) und (11.) auf einen unendlich 
dOnnen Stab von flberall gleichem Querschnitte, auf dessen Mantelfläche keine 
äufseren Kräfte wirken, angewandt werden. 
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Zunächst möge vorausgesetzt werden, dafs der Stab in seinem natflr- 
Hellen Zustande cylindrisch ist. Bei diesem Zustande denke man sieb in dem 
Stabe ein rechtwinkliges Axensyslem; die erste Axe soll die Linie sein, 
in der die Schwerpunkte der Querschnitte liegen, die beiden andern sollen 
parallel den Hauptaxen eines Querschnitts sein, die durch den Schwerpunkt 
desselben gehen. Auf der ersten Axe wähle man einen Punkt P und fasse 
drei Linienelemenle ins Auge, welche von P aus in den Richtungen der drei 
Axen gezogen sind; ich nenne sie 0, 1, 2; dabei soll dasjenige sein, 
welches die Richtung der Länge des Cylinders hat. Diese drei Linienelemente 
werden, wenn der Stab eine Aenderung der Gestalt erlitten hat, im Allge- 
meinen nicht mehr senkrecht auf einander stehen, sondern Winkel bilden, die 
▼on rechten um Gröfsen abweichen, die von der Ordnung der Dilatationen 
sind, die stattgefunden haben. Es soll die Lage der Punkte des Stabes in 
der Nahe von P auf ein rechtwinkliges Coordinalensystem bezogen werden, 
dessen Anfangspunkt P ist, dessen a?-Axe die Richtung des Linienelemen- 
tes hat, und dessen sr-Axe senkrecht auf dem Linienelemente 1 steht 
In Bezug auf dieses Coordinatensystem seien die Coordinaten eines Punktes 
des Stabes: 

X'\'U, y'\'V, Z'\'W, wenn der Stab seine veränderte Form und Lage 

hat, und 

^f fy ^y wenn der Stab in seinem ursprfinglichen Zustande und in der 

Lage sich befindet, bei der die Linienelemente 0, 1, 2 in die Axen der 

X, y, z fallen. 

Setzt /man noch fest, dafs x nur Werthe erhalten soll, die von der 
Ordnung der Querdimensionen des Stabes sind, so haben dann die Zeichen 
X, y, z, u, V, w dieselbe Bedeutung, die ihnen b^i der Ableitung der Glei- 
chung (10.) untergelegt ist. Es seien weiter S, ri, TQ die Coordinaten des 
Punktes P nach der Formänderung des Stabes in Beziehung auf ein anderes, 
beliebig im Räume gewähltes, rechtwinkliges Coordinatensystem; ich be- 
zeichne durch 

«ü> ßi}y yo^ 
«o ßi, yi5 

die Cosinus der Winkel, welche die Axen der x^ y, z bilden mit den 
Axen der ^, ij, ^, so dafs der Index auf die :r-Axe, der Index 1 
auf die y-Axe, der Index 2 auf die 2: -Axe sich bezieht. Es soll an- 



r 



w 
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genommen werden, dafs die beiden in Rede siebenden Coordinatensysteme dfe 
Eigenscbaft baben, dafs dnrcb Drebung des einen die x^Axe der I-Axe, 
die y-Axe der 77-Axe, die «r-Axe der ^-Axe parallel gemacbt wer- 
den kann. 

Hit Hflife der eingefQbrten Zeicben lassen sich die Coordinaten in 
Beziehung auf die Axen der §, rj, ^ des Punktes ansdrflcken, dessen Coor- 
dinaten in Beziehung auf die Axen der x, y, z sind: x-^-u, y-f ^^ ^*f ^/ 
es haben die genannten Coordinaten die Werthe: 

!^+«ü(a?+ti)+a,(y + r) + a,(« + M^), 
^ + /?,(x + ti) + ^,(y + r) + /i,(Är+u,), 

Bedeutet s die Entfernung des Punktes P von dem Anfange des Stabes in dem 
ursprflnglicben Zustande desselben, so mässeri diese drei Gröfsen Functio- 
nen von S'\'X sein, d. h. ihre partiellen Differentialquotienten nach x sind 
gleich ihren partiellen Differentialquotienten nach 9. Erwfigt man, dafs S, t], ^ 
und die Gröfsen a, ß, y nicht x enthalten, so folgt hieraus: 

I dw , dv , dw 



I du i dv i dw 

Diese Gleichungen sollen einmal mit ccu, /9o9 ^09 dann mit a^, /9i, y^^ 
endlich mit 02 9 A, )^2 multiplicirt und jedesmal addirl werden. Setzt man: 

1 • = /©■+©■+(©'-«. 

(13.) /woraus folgt: 

(^=«o(H«), $==Ä>(i+«), §=^MH'). 

38» 



296 Kirchhof f, Gleiehgemeht und Bewegung eine* ekutituhen Stabea. 
and setKt man weiter: 

80 findet man aof die angegebene )yeise bei Rflcksicbt aof die bekannten 
Relationen zwischen den Gröfsen a, ß, y: 

"öF = "^ + **(>■+ "^""^ (*+"')+*' 

Aas Betrachtungen, die im §« 1 angestellt sind, gebt aber hervor, dafs u, v, w 

nnendlich klein gegen •^, -g^, -g^ sind; vorausgesetzt, dafs -3—, -rp, -^ 

nicht unendlich grofs sind gegen u, v, w, sind also jene Differentialqnotienten 
nach s unendlich klein gegen die nach xf bei YemfichlSssigung unendlich 
kleiner Gröfsen höherer Ordnung bat man daher: 

du I 

di; 

Durch Integration findet man hieraus: 

r = v^-^-pzx — ^x^ 

wo «11, t9u9 ^u von X unabhängige Gröfsen bezeichnen. 

Bildet man mit Hfllfe dieser Ausdrücke von u, v, w die Werthe von* 
^x9 Yxf • * •) so orgiebt sich: 
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, dVf. I dWo 

(15.) ^ y, = ^, z, = -^-py, 

^' = ^' ^y = ^+»'^- 

AUq diese Wertbe sind von x nnabbADgig; in Folge dessen nehmen die Glei- 
chungen (8.) 9 die fflr die Gleichungen (1.) gesetzt werden dflrfen, die fol- 
gende Form an: 



"V""5r 



0, 



Versteht man anter y = die Gleicbnng der Contonr des Qaersohnitts des 
Stabjes, berflcksicbtigt, dafs^ nnabbSngig von x ist, und dafs fflr die Hantel- 
fl«cbe des Stabes (Z), (F), (Z) = sind, so geben die Gleicbnngen (2.) 
ftr y = 0: 

Die Gleichungen (3.) endlich sagen aus, dafs fflr y=^0^ se=:(h 

(18.) «0 = 0, ro = 0, 11^0 = 0, -^ = 

ist. 

Substituirt man in den Gleichungen (16.) und (17.) fflr ^, X^, . . . 
ihrd Ausdrflcke durch x^, Xy, . . . und fflr diese Gröfsen die in (15.) an- 
gegebenen Wertbe, so bestimmen die Gleichungen (16.)., (17.) 9 (18.) die 
Gröfsen iIq, Tq, w^ eindeutig, und zwar als lineare homogene Functionen von 
Pif ^9 ^> «• Dsfd %iy t'ü) v>Q durch die genannten Gleichungen eindeutig be- 
stimmt sind, folgt daraus, dafs, wenn man /^ = 0, 9=0, r=0, 6=0 setzt, 
die Gleichungen (16.), (17.), (18.) nicht anders erfflUt werden können, als 
wenn ii^s=0, roe=0, tru = ist Die Richtigkeit dieser Behauptung er- 
giebt sich durch ganz Ähnliche Betrachtungen, wie sie oben p. 391 angestellt 
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sind. Substitairt man die Werlhe von f/09 ^0^ t^o? die sich ans (I6O9 (l^O? 
(18.) ergeben, in die Gleicbnngen (14.), so findet man auch u, v, w als 
lineare homogene Functionen von p, q, r, e; die Coefficienten derselben sind 

unabhängig von s; wenn daher -j^, -j-^ «j-, ^ nicht unendlich grofs sind 
gegen p, q, r, e respective, so werden die Gleichungen (14.) die Aber 
^, ^, -^ gemachte Voraussetzung erfflllen. Substituirt man die Wertbe 
von tio, To) t^o in die Gleichungen (15.), so ergeben sich auch x^^ Xy^ ... 
als lineare homogene Functionen von p, q, r, e, und setzt man diese in den 
Ausdruck von F ein, so erhfilt man fflr F eine homogene Function zweiten 
Grades derselben vier Gröfsen. Diese Function ist unabhängig von x, da 
x^, Xy, ... von X unabhängig sind. Setzt man 

/Fdydz = /; 

wo die Integration aber den Querschnitt des Stabes ausgedehnt gedacht ist, 
so ist f eine homogene Function zweiten Grades von p, q, r, 8, deren Coeffi- 
cienten allein von den Constanten des Querschnitts und der Elasticitfit* des 
Stabes abhängen. Durch Einfflhrung dieser Gröfse f werden die Gleichungen 
(10.) und (11.): 

(19.) 8Sl — dffds = 
und 

(20.) fdt jcTT+ cTi2 - Sffd^ = 0. 

Die Bestimmung der Coefficienten der Function f erfordert nach den ange- 
stellten Betrachtungen im Allgemeinen die Lösung dreier simultanen partiellen 
Differentialgleichungen. Diese Bestimmung wird bedeutend erleiöbtert, wenn 
man annimmt, dafs die Axe des cylindrischen Stabes einer Elasticitätsaxe 
parallel ist. In diesem Falle sind die Ausdrflcke von X^y Xy, ... durch 
x^, a?y, ... die folgenden*): 

F, = A^x^\ A^{>ry\ Ay^z^\ A^y^, 
Z^ = A^z^^A^Xy, 

Xy = A^Zx-j^Ai^Xy, 

*) Berl. Ber. ^fiber die Fortschritte der Physik fn den Jahren 1850 und 165r', p. 245. 
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Die erste der Gleichongen (16.) wird hiernach bei Räcksicht auf die Glei- 
chungen (15.): 

und die erste der Gleichungen (17.): 

Aus diesen beiden Gleichungen und der ersten der Gleichungen (18.) ist u^J 
zu bestimmen. Die fibrigen der Gleichungen (16.), (17.), (18.) dienen zur 
Bestimmung von ro und w^y man genflgt ihnen, wie zuerst de Saint-Venant 
bei seinen Untersuchungen aber die Torsion von Prismen bemerkt hat, in- 
dem man 

(23.) Fy = 0, z, = o, r, = o 

setzt. Löst man nSmlich diese Gleichungen nach y-y, z^, y^ auf, so erhält 
man fflr diese 3 Gröfsen, wenn man fQr x^ seinen Werth aus (15.) setzt, 
lineare Ausdrflcke von y und z, also Ausdrücke, welche die Gleichung er- 
fflllen: 

welche die Bedingung dafflr ist, dafs die beiden Gröfsen r», w^^ den drei 
Gleichungen 

^y~ dy ' ^*~ dz ' ^'~ dy '^ dz 
gemfifs bestimmt werden können ; die Integration dieser drei Gleichungen führt 
drei willkfirliche Constanten ein, durch deren passende Wahl den drei letzten 
der Gleichungen (18.) genügt werden kann. 

Es soll jetzt noch der Werth von T in der Gleichung (20.) ent- 
wickelt werden. Zu diesem Zwecke hat man die Ausdrflcke (12.) nach / zu 
differentiiren und die Summe der Quadrate der Differenlialquotienten zu bilden. 
Es ist 

wo 0(19 01, 02, Os von t unabhfingig sind, und wo, wenn die Dimensionen 
des Querschnitts des Stabes als unendlich kleine Gröfsen erster Ordnung be- 
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zeichnet werden, o^ von der ersten Ordnung ist, ob, ^t^, Oj von der zweiten 
Ordnung sind. Aelinliche Ansdrflcke gellen fflr r and w. Dafs die Ordnun- 
gen der Coefficienten a richtig angegeben sind, siebt man am leichtesten ans 
den Gleichungen (14.). Aus dem Ausdrucke von u folgt 
du dp i dq ^ dr X de 

ähnliche Gleichungen werden fflr -jr und -^ gelten. Aus dem Werthe von 
B, der in (13.) angegeben ist, kann man schliefsen, dafs ^ nicht unendlich 
grofs ist gegen die drei Gröfijen •^; -^, —^ vorausgesetzt, dafs die Diffe* 

rentialquotienten dieser Gröfsen nach s nicht unendlich grofs gegen sie selbst 
sind; aus den Werthen von p, q, r folgt bei einer ähnlichen Voraussetzung 

dafs keine von den Gröfsen ^^ ^^ ^ unendlich grofs ist gegen die neun 

Gröfsen 

dap dß, dy, da, dß, dr, da^ dß^ dy^ 
dt "^ dt ^ dt ^ dt ^ dt ^ dt ^ dt ' dt ^ dt * 

Daraus ergiebt sich, dafs man bei Vernachlässigung unendlich kleiner Gröfsen 
höherer Ordnung die Differentialquotienten der Ausdrflcke (12.) zunächst 
sehreiben kann: 

dt^^ dt +>^ir + * dt ' 

i/#+^ dt +>^^r+*^^ 

dt^"^ dt ^^lU^^lR^ 
Aus den Gleichungen (13.) folgt nun weiter, dafs keine von den Gröfsen -^^-^^ 

^ unendlich grofs ist gegen die drei Gröfsen -^9-^9^9 ^^^ diesem Grunde 

können in den eben angegebenen Ausdracken die mit x behafteten Glieder 
vernachlässigt werden ; die Glieder, welche y und z enthalten, dflrfen dagegen 
im Allgemeinen nicht fortgelassen werden, weil ihre Coefßcienten unendlich 

grofs gegen "^^ -jff^ ^ sein können. 

Bildet man mit ROcksicht hierauf die Summe der Quadrate der an- 
gegebenen Ausdrflcke, multiplicirt dieselbe mit dydz und integrirt sie Ober 
den Querschnitt des Stabes, so erhält man, da nach den im Anfange dieses 
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Paragraphen gemachten Festsetzungen 

jydydz=^0^ Jzdydz = 0^ /yzdydz = 



ist: 



Man setze nun 



((l)'+(-^)'+(4)')A* 

+ ((^)'+®"+(^)')//.«fr^^ 



dann ist: 



setzt 



(^)'+(l)'+(#-)'=-'"+0'. 

Substituirt man diese Werthe in den letzten Ausdruck und berflcksicbtigt, dafe 
▼on den Gröfsen P, Q, R nur die erste unendHch grofs gegen -^^ ^, ^ 
sein kann, so wird derselbe, wenn man der Eflrze wegen 
Jdydz = k, f{f\%^)dyiz = ii 

H(i)'+®-+(i)')+.p-. 

Hultiplicirt man diesen Ausdruck mit \qdH, indem man unter (> die Diobtig^ 
keit des Stabes versteht, und integrirt ihn Aber die Länge des Stabes, so 
erhält man den Wertb von Tj der in die Gleichung (20.) zu setzen ist 
Wirken auf den Stab keine äufseren Kräfte, so wird diese Gleichung: 

(340 = ,y/-**jl,[l((|)- + (^)-+(D')+,„p.]_/j. 

Die Gleichungen (19.)9 (30.) und (24.) sind unter der Voraussetzung 
abgeleitet, dafs der Stab in seinem natflrlichen Zustande cylindriscb ist; mit 
einer gewissen Modification gelten sie aber auch, wenn der Stab in seinem 
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natfirlicben Zustande nicht cylindrisch and beliebig gekrammt ist, falls nnr der 
Querschnitt aberail derselbe ist. Unter dieser Bedingung wird der Stab durch 
passende, auf sein Inneres wirkende Krfifte cylindrisch gemacht werden kön- 
nen; dabei werden seine Theile unendlich kleine Dilatationen erleiden; bezieht 
man die Gröfsen x, y, z und u, v, w auf den Zustand, in dem der Stab 
sich dann befindet, statt auf seinen natflrlicben Zustand, und bezeichnet durch 
u', v', w' die Wertbe, die ti, v, w annehmen, wenn man den Stab in seinen 
natärlichen Zustand und in eine beliebige Lage Obergehen Ififst, so werden 
die Gleichungen (10.) und (11.) richtig, wenn man in F statt u, v, w setzt: 
u — u\ v—v', w — w'. Daher werden die Gleichungen (19.), (20.) und 
(24.) auch jetzt gelten, wenn man in /"für p, q, r, b gesetzt hat: p—p\ 
q — q\ r — r\ e — e', wo p\ q\ r\ e' die Wertbe bedeuten, die p, q, r, e 
annehmen, wenn man den Stab in seinen natfirlicben Zustand und in eine 
beliebige Lage fibergeben lafst. Es sind nSmlicb in diesem Falle u — u', 
v — v', w — w' dieselben linearen Functionen von p — p', q — q', r — r', € — e', 
wie in dem frOheren u, v, w von ;;, q, r, e. Um die Wahrheit dieser Be- 
hauptung einzusehen, mufs man nur erwSgen, dafs die Gleichungen (14.) auch 
hier gelten, dafs auf demselben Wege, wie diese, sich die Gleichungen ab- 
leiten lassen, die aus (14. j" entstehen, wenn man den Zeichen u, v, w, ti», 
^o'i <^09 Pf 9ß ^j ^ einen Strich beiffigt (in denen dann cIq, f», ti^o ^i^ Wertbe 
von u', v\ w' fOr a? = bedeuten), und dafs die Gleichungen (16.), (17.), 
(18.) richtig sind, wenn man in ihnen u, v, w ersetzt hat durch u — u\ 
v — v', w — w'. 

§. 3. • 

Es soll jetzt die Gleichung (19.) weiter entwickelt werden unter der 
Voraussetzung, dafs auf den Stab keine anderen äufseren Kräfte wirken als 
solche, die in den Enden desselben ihre Angriffspunkte haben. 

In dem Ausdrucke von f kommen nur vier gesuchte Functionen von « 
vor, nämlich p, q, r, e; diese sind aber definirt durch die Differentjalquotienten 
von S, T], t, cfo, ßo,n, cci^ ßi^ri^ «2, Ai r^^ zwischen denen gewisse Be-, 
didgungsgleichungen bestehen. Die 16 genannten unbekannten Functionen von« 
will ich fOr den Augenblick durch Xi, >'2) • • • bezeichnen und die Bedingungs- 
gleiciiungen, die zwischen ihnen bestehen, durch yji=0, y2==0, .... Setzt man 

WO 7.n ^9 • * • n^u^ unbekannte Functionen von s bedeuten, so ist dieGlei- 




V 
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chung (19.) gleichbedentend mit der folgenden: 

(25.) = dn-djilds, 

in welcher Sy^^ Jy,, ... dl^^ cT^, . . . als unabhängig on einander zu be- 
trachten sind. Da nach der gemachten Annahme SJ[l nur von Variationen, 
die sich auf die Enden des Stabefs' beziehen, abhängen soll, so mufs hiernach 
für jedes y 

(86.) ^=- »" 



dy ds ^dy^ 

"^ ds 
sein. 

Ich jstelle nun die Bedingungsgleichungen ^i = 0, 92 == 0, . . . zu- 
sammen und fflge die Bezeichnungen der Factoren >t|, A2, ..., die ich ein- 
fahren will, hinzu. 

Bedingungsgleicbungen. Factoren. 

§-«o(l + «) = 0, A, 

^-/3o(l+«) = 0, B. 

f-yo(l + «) = 0, • C. 

«•^+/^^#+^^-'' = «' ^' 

«2+ /3S+ 7^0-1 = 0, iX„„ 

Setst man in der Gleichung (26.) für y der Reibe nach : p, q, r, e, §, t], £, 

«0» ßoi /o» «M ßi^ Yit «») ßi-i y»» 80 «r'»*^* "•«" hiernach: 

39* 



304 Kirchhof f, Gkichgewichi und Bewegung eines elasiiechen Stabes. 

|=iif„, |=iif., |f=iii„ 

wo *ji^^ *u» Ab = ^» ^0 *= Kl - 

Aas den drei letzten Grapp«i dieser ^eichnngen zu je dreien findet man durch Hnl- 

tiplication mit uq, ßo^yo^ mit a, , /J^ , ^^^ , mit «2 , /?] , /a und Addition die folgenden : 

— Jf,r = iu + ^i»* 

Mj^ = An, 

üfor = Äjo, 

-—2. = ij,-.iWir, 
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Da nun X2i = ^it9 ^^^^^lo^ ^0=^^% ist» so ergiebl sich bierans^ wenn man 
benutzt, dafs € unendlich klein Ist: 

Die Gröfsen Mq^ üfn ^29 ^4> ^> ^> <1>6 in diesen Gleichungen vorkommen, 
haben eine einrache Bedeutung, die ich ableiten will. 

Es soll der Anfang des Stabes als befestigt angenommen und die Glei- 
chung (25.) auf den Theil d^s- Stabes von seinem Anfange bis zu einem, 
durch einen gewissen Werth von s bestimmten, Querschnitt angewendet wer- 
den; es ist das erlaubt, wenn man unter (Ti2 das Moment der elastischen 
Kräfte versteht, welche auf diesen Querschnitt von den Theilen des Stabes, 
denen gröfsere Werthe von s entsprechen, ausgeflbt werden. Die Gleichung 
(25.) wird dann: 

Hs 
oder entwickelt: dÜ^ iicTi+BcTiy + CcT? 

4- ilfa(au<y«,+/9,cT/3^-}-yocyyi)- 
Hieraus folgt, dafs Ä, Bf C die Summen der Componenten nach den S-, //-^ 
^-Axen der elastischen Krfifle sind, die auf den durch den angenommenen 
Werth von s bestimmten Querschnitt von denjenigen Theilen des Stabes, 
denen gröfsere Werthe von s entsprechen, ausgeübt werden, und dafs üo, 
Jfi, M2 die Drehungsmomente derselben Krfifle in Bezug auf die x^, y^, 
!S-Axen sind. Der Sinn, in welchem diese Drehungsmomente als positiv ge- 
rechnet sind, Ififst sich folgendermafsen angeben : 

Setzt man die Reibenfolge der Axen fest, dafs auf die a?-Axe die 
y-Axe, anf diese die i^r-Axe und auf diese wieder die ar-Axe folgt, so ist 
das Drehungsmoment in Bezug auf eine der Axen positiv, wenn es — di^se 
Axe als die erste gerechnet — die Punkte der dritten Axe nach der Richtung 
der zweiten zu bewegen sucht. 
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Es möge bemerkt werden, dafs aas dieser Bedeutung von A, B, C, 
^(M ^^1) ^^ di^ Gleichungen, welche anssprechen, dafs A, B, C von s un- 
abhängig sind, und die Gleichungen (27.) sich leicht herleiten lassen, indem 
man die sechs Gleichgewichtsbedingungen eines starren Körpers anwendet auf 
ein durch zwei beliebige Quersclinitte begrenztes StOck des Stabes. Setzt 
man nämlich : 

so gel^et^ diese Bedingungen: 

^=:const., £f=:con8t., C = con8t., 
jW^ + (ä^— Cij) = const., 
JU,i-{CS-A'C) = const., 
ilff-f (Ji? — JB|) = const. 
Differentiirt man die drei letzten Gleichungen, multiplicirt sie darauf einmal mit 
<^i9 ßo^ 7u9 <lann mit a/, /9i, ^^i, endlich mit o,, z?,, y^ und addirt sie jedes- 
mal, so erhält man die Gleichungen (37.). 

In diesen Gleichungen hat man nun zu setzen: 

dabei bat man, wenn man der Kürze wegen 

Aa, + Bßo-\-Cro = S 
setzt: 

Ä = -|f = a^(p-p')^a,,{(f — q')i'a,,ir-r')-\-a^{€-B'). 

Die Gröfsen a sind hier von den Constanlta des Querschnitts und der Elasti- 
cität des Stabes abhängig, und zwischen ihnen bestehen die Relationen* 
aoi = aiu, ^==^21), •... Die Gröfsen a sind nicht alle von derselben 
Ordnung. Da « — «' eine Zahl ist, und p — p', q — g', r—r' reciproke Län- 
gen sind, so müssen die Gröfsen a, welche einmal den Index 3 haben, eine 
Dimension weniger enthalten als diejenigen Gröfsen a, bei welchen der Index 
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3 nicht vorkommt, und eine Dimension mehr als 033; die Lfingen, welche in 
den Ausdrücken der Gröfsen a vorkommen, sind aber von der Ordnung der 
Dimensionen des Querschnitts des Stabes, also unendlich klein; es müssen 
daher 0,0, aj3, 0^3 unendlich klein gegen a^^ und unendlich grofs gegen die 
anderen Gröfsen a sein; aus diesem Grunde dürfen die mit c — e' behafteten 
Glieder in den eben angegebenen Gleichungen nicht vernachlässigt werden, 
wenn auch p — p', g — q\ r — r* endlich sind. Aus der letzten dieser Glei- 
chungen folgt: 

«IS ' 

diesen Werth denke man sich in die Ausdrücke von iW„, üfi, H2 subslituirl; 
die Terme derselben, die j9 enthalten, werden dann wegen der eben ange- 
führten Verhältnisse zwischen den Gröfsen a unendlich klein gegen üfo, ilfi, 
ilfj, falls iS nicht unendlich grofs gegen jW«, iW/, M^ Ist. Wird dieser Fall 
ausgeschlossen, so hat man daher: 

(28.) Im, = b^{p-p*)^b,,{q-q')-\-bn{r-r*), 

wo die Gröfsen b sich in einfacher Weise ausdrücken lassen durch die Gröfsen 
a, und wo iüi = *iü9 *i2 = *2m *2o = *ü2- 

Die Bedingung, unter der diese Gleichungen gelten, die Bedingung 
nämlich, dafs jS' nicht unendlich grofs ist gegen JHo, ilfi, üfs, wird erfüllt, 
wenn bei der betrachteten Gleichgewichtsfigur des Stabes die Axe desselben 
endlich gekrümmt ist, einerlei, ob im natürlichen Zustande diese Axe gerade 
oder krumm ist. Aus den Gleichungen (27.) folgt nämlich, dafs die Aus- 
drücke Aa^'\-Bßi'\-CYi und Joj -f ^/^a + ^^2 von derselben Ordnung sind 
als Mm^ üfi, ilfa; dieselben Ausdrücke müssen also unendlich klein gegen 
j9 sein, wenn iS unendlich grofs gegen ilfo, itfi, M^ sein soll; ist jenes der 
Fall, so müssen aber die Verhältnisse A: B :C unendlich wenig abweichen 
von den Verhältnissen Ou*/^o'7^u; d.h. die Richtung der Tangente der Axe 
des Stabes mufs überall unendlich wenig abweichen von der Richtung der 
Resultante der constanten Kräfte A, B, C. 

Es soll nun angenommen werden, dafs der Stab in seinem natürlichen 
Zustande cylindrisch ist, d. h. dafs ;ti' = 0, y' = 0, r' = ist. Subslituirt 
man die Werthe, die dann üfo, üf^ ^2 in Folge der Gleichungen (28.) er- 
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halten, io die Gleichungen (27.) 9 so gelangt man zu Differentialgleichungen, 
welche identisch mit denjenigen sind, auf welche die Untersuchung der Ro- 
tation eines schweren Körpers um einen festen Punkt fahrt, wenn man den 
hier gebrauchten Zeichen die folgende Bedeutung in Beziehung auf den rotie- 
renden Körper giebt: 

Die Axen der §, t], ^ sind die Axen eines im Räume festen Coor- 
dinatensystems ; die Axen der x, y, z sind die Axen eines im Körper festen 
Coordinatensystems zur Zeit s} der Anfangspunkt des letzteren ist der 
Drehungspunkt, seine x-Axe geht -durch den Schwerpunkt; A, B, C sind 
die negativen Componenten des Gewichtes des Körpers nach den S-, ^-, Kr 
Axen, multiplicirt mit der x-Coordinate des Schwerpunktes ; endlich ist, wenn 
m die Masse eines Raumelementes des Körpers bedeutet, das die Coordinaten 

X, y, z hat: 

h^ = 2:m{y''\z^)^ bn = —:Smyz, 

*n = -T m(«' + a?^), . *2o = — -2*m zx, 

Die Bestimmung der Gestalten des elastischen Stabes erfordert^ wenn das 
entsprechende Problem der Rotation gelöst ist,' noch die Ausführung dreier 
Quadraturen; man erhflit nämlich die laufenden Coordinaten eines Punktes 
der Axe des Stabes aus den Gleichungen: 

S=jct^^ds, 7i=^Jß^d8, ?=yyo*- 

Ich will schliefslich die entwickelte Theorie auf • einen einfachen Fall 
anwenden, in dem der Stab in seinem natürlichen Zustande nicht gerade ist; 
der Stab sei ein Draht von kreisförmigem Querschnitt und nach allen Rich- 
tungen gleicher Elasticitfit, dessen Axe im natürlichen Zustande eine Schrauben- 
linie bildet. 

Bei einem Körper, dessen Elasticitfit in allen Richtungen dieselbe ist, 
bestehen die Gleichungen*): 

^) In diesen Gleichungen haben die Gröfsen K und Q dieselbe Bedeutung, wie in 
meiner Abhandlung „über das Gleichgewicht und die Bewegung einer elastischen Scheibe*' 
dieses Journal, Band 40. Ich bemerke bei dieser Gelegenheit, dafs die Theorie des 
Gleichgewichts und der Bewegung einer unendlich dännen elastischen Scheibe sich stren- 
ger, als es dort geschehen ist, entwickeln läfst auf einem Wege, der ahnlich demjenigen 
ist, den ich in dieser Abhandlung für einen Stab eingeschlagen habe, und dafs auf diesem 
Wege auch der Fall behandelt werden kann, in dem die Scheibe in verschiedenen Rich- 
tungen verschiedene Elaslicitäl hat« 



Kirekkoff, Gleiehgevoiekt und Bewegung eine» ekutiechen Stöbe». 309 

Daraus folgt für deo Fall, dafs x, y, ar, «, », w sich auf den natfirlicbea 
Zustand des Körpers beziehen: 

C29.) F = JC{«»+y^ + «| + |>* + ieHi*?+«(*«+yy + «x)'}. 
Die Gleichungen (23.) geben: 

Die Gleichuogen (21.) und (22.) werden: 
und fflr ^ = 0: 

Da der Querschnitt des Drahtes ein Kreis sein soll, so ist ^»y*-j-«'— const. 
Aus diesen beiden Gleichungen in Verbindung mit der ersten der Gleichun- 
gen (18.) folgt daher ih^O. Die Gleichungen (15.) geben demnach: 

x„ = ry — qz-\-ef z^=—py, Xy=:pz. 
Es wird also: 

Bildet loao nnu 

benotet dabei, dafs 

Jyiydz^^, fzdydz^O, fyzdydz^O, 
ond setxt, gemAfs der schon frOber gebrauchten Beseicbnnng, 
J^dydz «= l, ffdydz ^fz^dydz «= -J-, 
so findet man : ^ ^ . o>. . 

Von den GrOfsen au., «bi» • • • rf«^ «'«*«»' ■"« "»'* ang*«*«!»«» Indloes ver- 
sehenen gleich Null, und es ist: 
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Von den durch die Gleichungen (28.) eingefCkhrten GrOfsen ^uui ^m^ • • • Bind 
gleichfalls diejenigen, welche ungleiche Indices haben, gleich Null, und es ist: 

Der Kflrze wegen soll gesetzt werden: 

Ä(jo = L, ftii = Ä22 =^ ^« 
Ich bezeichne durch |', tj', C, oi, /SJ, yj, aj, /3i, yl, «i, /^, yi die Werthe, 
die I, ij, l, a«, /?«, yo» «o Ä^ ^i^ «ti Ä, y» annehmen, wenn der Draht 
in seine natflriiche Gestalt nnd in eine gewisse Lage gehraofal wird ; diese 
Lage Iflfst sich so wAhlen, dafs 

S' = «.COSt^^ 

tj' = -ysin^\sinV«^ 

Z' = —JLsin^.cosn'* 
^ n' 

ist, wo ^ und n' Constanten sind; dabei bedeutbt 1^' den Winkel, den eine 

Tangente der Schraubenfinie mit der Axe derselben bildet, nnd -3- ist der 

Radius der Cylinderilfiche, auf der die Schraubenlinie liegt. Ans diesen 
Werthen von ^', rj', ^ ergeben sich die folgenden Werthe von o{^, /%, yo: 

oj = COSi^', 

ßli = sint^.cosit'^, 
y{j = sini9\sinitV 

Wfire der Querschnitt des Drahtes kein Kreis, so würden durch die natflrliohe 
Gestalt demselben auch die Werthe von a^ /^n /t^ ^9/^9/2 bis auf einige 
Vorzeichen bestimmt sein; da aber der Querschnitt als kreisförmig voraus«- 
gesetzt ist, so bleibt eine dieser Gröfsen willkfirlich nnd kann gleich einer 
wiilkfirlichen Funütion von s angenommen werden; ich setze: 

a[ s= BlnS^.cml's, 

indem ich unter V eine willkfirliche Constante verstehe*). Es ergiebt sich 
dann aus den Relationen zwischen den Grö&en a', ß', /, wenn man Ober 
das unbestimmt bleibende Vorzeichen von c4 nach Willkflr verfOgl, 



*) Es lifst sich die Rechnung etwas abkArzen, indem man t ssO setzt; doch ziehe 
ich es vor dfese Constante vnbestimmi zu lassen. 
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/9i = — cos^.co8ii'«.cos/'^~siDn'^.siD/'^^ 

yi = — cosS^ .sinn's.cosl^s -^^ cosn's .8\nl^9, 

aj = sin t^. sin /V, 

/SJ = — ws^.eos n's. BiQ l'S'{^ sin n's. cos l's, 

yj == — cos^'.sinn'^.sinr« — cosn'#.coa/V. 

Hieraus findet man weiter: 

p' = t — n*cos&\ 

f' = — n' smS^. cos l's, 

r' « — n'sin^'.sin/'^. 

Nun sette man §, ri, ^, cco, /^o, yo» «i, /^i? ^m «2, /?2i ^2 gleich den Aus- 
drOcken, die ans den Ansdrficken von f> i7> ^» . . • entstehen, wenn man in 
diesen die Constanten d^, n', V ersetzt durch neue Constanten &, n^ l. Allen 
Differentialgleichungen des Problems mit Ausnahme der Gleichungen (27.) 
wird dann genflgt, welches auch die Werthe von &, n, l sein mögen; da- 
durch, dafs man passende Beziehungen zwischen den Constanten &, n, I, &', 
^^ l\ A, B, C festsetzt, kann man auch diese erfüllen. Die Gleichungen (27.) 
werden nfimlich, wenn man die Gleichungen (28.) und die oben entwickelten 
Werthe der GrOfsen b anwendet: 

Denselben wird genAgt, wenn man setzt: 

A = -jr^JLCncos^ — n'cosÄ^OwD* — Ä^(^8iß^~»'85D^)cos^j, 

B = 0, C = 0. 

Die beiden letzten dieser Gleichungen sprechen eine von den Bedingungen 
ans, unter denen die fflr l> 17^ C> • - • angenommenen AnsdrQcke gelten ; sie 
sagen aus, dafs die anf das Ende des Drahtes wirkende Kraft die Richtung 
der Axe der Schraubenlinie haben muft. Zu dieser Bedingung tritt noch 

40* 
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eine andere hinzu, die sich auf die Drehungsmomente bezieht, die auf das 
Ende des Drahtes ausgefibt werden. Die Gleichungen (28.) geben: 

Mo = — Z/ (neos d*—n' cos ö^). 

Ml = —N(nßin& — n's\ü&')eo8l's, 

Ma = — iV(ii8in^-n'sin^0sin/'*. 

In diesen Gleichungen möge unter s der auf das Ende des Drahtes bezüg- 
liche Werth verstanden werden; bildet man: 

M^ =: j4foao-|-^l«l + ^2«2^ 

M, = Moßo+Miß,^M,ß^, 
Mi = Moyoi^Miyi +illSEy29 

so sind dann M^, M^, M^ die Drehungsmomente , die von Aufsen her auf 
das Ende des Drahtes wirken, in Bezug auf drei Axen, die durch das Ende 
den Axen der S, tjf ^parallel gelegt sind. Man findet: 

M^ = — {Ir(ncos^— fi'cos*')cos^-f^(nsin^ — n'sin*')sin*}, 
M^ = — {I#(»cosd — ii'cos^)sind— iV(nsin^— »'siny)cosd}cosii<, 
M( = — {L(iicos* — ii'co8*')8in*— JV(iisfti*--ii'sin^)oosd|suiiu 

Die beiden letzten dieser Gleichungen lassen sich schreiben: 

wo fj und ^ sich auf das Ende des Drahtes beziehn. Es folgt darans^ dafii 
üf, und Mf gerade den Drehungsmomenten gleich sind, die die Kraft A 
hervorbringen wflrde, wenn sie ihren Angriffspunkt in einem mit dem Ende 
des Drahte» fest verbundenen Punkte der Axe der Schraubenlinie hfitte« 

Hiernach gelten die fflr i, ij, ^, . • • angenommenen Ausdrficke^ wenn 
die Formänderung des Drahtes hervorgebracht ist durch eine Kraft A, die 
auf einen mit dem Ende des Drahtes fest verbundenen Punkt der Axe der 
Schraubenlinie in der Richtung dieser Axe wirkt, und durch ein Drehungs- 
moment M^ um dieselbe Axe. Sind A und Mf gegeben ^ so bestimmen die 
Gleichungen fQr A und Jf| die beiden unbekannten Ck>nstanten n und &, die 
in den AusdrOcken von Sf Vf ^ vorkommen. Sind diese gefunden, so hat 
man fflr die Verlflngemng der Schraubenlinie den Ausdruck 

8{cos&^cas&') 
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und für die Drehung ihres Endes um ihre Axe den Ausdruck 

wo s wieder sich auf das Ende bezieht. 

Um auf den Fall su kommen, der in der Einleitung als der Gegen- 
stand dieses Paragraphen bezeichnet wnrde, hat man Jf| = zu setzen* 
Diesen Fall hat schon «7. Thomson^} behandelt; aber die Betrachtungen, 
die er dber denselben anstellt, sind nicht strenge, und das Resultat, zu dem 
er gelangt, ist nicht genau. 



*) Mech. Mag. L, p. 160 und 207. 
Heidelberg, 1858. 
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lieber rationale Verbindungen der elliptischen 

Transcendenten. 

(Von Herrn C. 0. Meyer zu Königsberg in Pr.) 



«lede rationale Function 



von 



siny, cosy, Ay=]/1 — Ä^sin'y 
wird sich aus einer ganzen Function dieser Gröfsen und aus einer Summe 
von Gliedern zusammensetzen lassen, deren' jedes die Form 

J*{-gco8y+CAy-f PcosyAy 
(a4-Asin<p)'» 

hat, worin n eine positive ganze Zahl ist, und die Gröfsen A, B, C, D, a, b 
von der Variabein (p unabhängig sind. 

Der genannte Ausdruck ist daher die allgemeine Form, auf welche 
jede gebrochene Function der angegebenen Gröfsen zurückkommt Ein be-* 
sonderer Fall, in welchem übrigens nichts enthalten ist, was nicht bei ge- 
höriger Bestimmung von a und h auch in obigem Ansdruck mit einbegriffen 
wäre, ist die Form: 

sin (fi^ . cos y^*" • A (p-% 

worin p, r, s ganze Zahlen bedeuten. 

Die elliptischen Functionen sin 9^ cos 9^ A(p hängen bekanntlich von 

den Variabein q und o? ab, so dafs 9 = 0191 t=amti; und JTncoMs jPltfit- 

damenta enthalten Reihen, die sowohl diese Fnnctionen als deren ganze 
Potenzen und Froducte auf die verschiedenste Weise nach q und x darstellen. 
Wird das Froduct 

sin q>^ . cos y**" . A y*' 

mit Z{x) multiplicirt, worin (Vergl. Fund. $. 47) 

^'Vn n y n J n 



ist, 80 ergiebt sich der Ausdruck, dessen Entwicklung nach den Sinns und 
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CosiDüs der Vielfachen von x ich im 37'^ Bande dieses Journals gegeben 
habe. Es hingt dieselbe von der DifferenUation and Integration bekannter 
Reiben fflr sin^^^ cos 9^ A^p, 2(^} n&^h x nnd von der einmaligen Differen- 
tiation derselben Reihen nach q ab, welche Operationen sich ohne Schwierigkeit 
adsfahren lassen, sobald die Form der Reihen gewählt wird, in der die Sinns 
nnd Cosinus der Vielfachen von x vorkommen. 
Im Folgenden soll sowohl 

A'\'Bcosip'\'CAif.'\'Dto%ipAtf 
(a-f-ftsinqp)" 

als auch das Product dieses Ausdrucks mit Z(x) auf dieselbe Weise ent- 
wickelt werden , wobei sich ein dem Vorigen ahnliches Resultat herausstelien 
wird. In dem ersten Abschnitt werden die Grundformen aufgesucht werden, 
auf welche die übrigen sich surOckföhren lassen. Der zweite Abschnitt ent- 
bfill die Reihenentwicklungen dieser Grundformen« 

Erster AlMclmitt. 

In der allgemeinen Form 

A'\'Bcosq>'\'CAfp'\-Dcos<fAqy 

kann, insofern der frflher besprochene Fall *) nicht eintritt, der CoeEBcient a 
auf 1 gebracht werden, so dafe ich sogleich zu dem Ausdrucke 

(1 + ftsiny)* 

flbergehe, worin Ä, B, C, D, b Functionen von q sind, und y=iim(ii)==am 

als Function von x und q zu betrachten ist; n dagegen eine ganze positive 
Zahl bedeutet. Bezeichnet man einen wichen Ausdruck, ganz abgesehen von 
der Gröfse der Coefficienten A^ B, C, D, b, nur in Rücksicht darauf, dafs er 
den Exponenten n enthalt, mit Un, und also mit I7„_|, CT^,, ... Ui, sobald 
der Index die Werthe n— 1, n — 2, ... 1 annimmt, so Ififst sich der Ex- 
ponent n durch Differentiation nach ti. stets auf die Einheit herabbringen. 
Da nfimlich 
dsinip=iCOsg>A(pdu, dcoB^=i — Blnq>A^du, dAip=s —/^n\n(pcosq>du 
ist, so kann der Differentialquotient von U,^ nach n nur GHeder enthalten, 



•) B\nff±p.co9gt^\A(p^' 
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die die Form I7„ oder Uj, haben, woria p<.n ist; folgUcii läfrt sich tf, 

du 



durch I7,«i, 17,-2 9 • • • ^od —r^ ausdrücken. Durch Vertauschung der In- 



dices führt U^i^ auf ü«-2^ ^»-s^ • • • ""w^^ ^^ ^^^^ schlicftlJch der Aus- 
druck Un nur Ui-, dessen mehrmalige DiiTerenüalquotienten nach u und end- 
lich ganze Functionen von s\üq>, cos(p^ Aq> enthAlt. Es bleibt demnac nur 
die Function ü[ 

die verschiedenen Differentialqnotienten von Ui nach u und dasProduct der- 
selben mit Z(ar) zur nähern Betrachtung übrig. 

Wird die Entwicklung von üi als bekannt vorausgesetzt, fortgehend 
nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von a?^-^]^^ so lassen sich die 
Differentialquotienten von 17^ nach u leicht ableiten. Ebenso aber läftt sieb 
übersehen, dafs das Froduct eines jeden derselben mit Z(x) oder -^^ ^{^) 
durch Differentiation von üx und üi.Zr{x) abgeleitet werden kann« Es ist 

nümlich : 

.dP-jJI^^ 
^-gCFT-^W i/f^K^, V , dP-^ü. dZ(x) 



Da aber 



^u -^^(^)+ duf^' ^dtiT 

dZ(x) . e ta . 2 






ist, so folgt: 

Das zweite Glied der rechten Seite ist eine rationale Function von 
siü(p, cos (fi, Aip, wfihrend das erste Glied derselben Seite nur den {p—i)^ 
Differentialquotienten von Ui enthalt. Wiederholt man dieses Verfahren 
erlangt man für . ' Z(^) endlich einen Ausdruck, der aus &wei Theilen 

besteht; der eine ist — ^ Jup ^^ ^^^ zweite ist eine rationale Function 
von siny^ cos 9^ Aip, die auf die Form Vi gebracht werden kann. 

Es bleibt noch I7| und Z{x)Ui^ worauf alle Functionen, die hier in 
Betrachtung gezogen worden, sich zurückführen lassem, zu entwickeln übrig. 
In dem Ausdrucke Ui ist b im Allgemeinen eine Function von f. Man bringe 
b unter die Form ks\nam(a) und setze am{a)s=a, so dafs bss^ksina und 
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sowohl ip als a von demselben Modul k abhängen; dann wird: 

jT A'\-BcM(p^€A^'\'Dcosq>Afp 

* l-j-iksinosin^ ' 

dessen vier Glieder: 

1 cosy Ay Aycosy 

l-f-Afioasio^^ l-fiksinosiay^ l-f-Asinasing)^ l-f&sinasiiKjp 

min getrennt untersucht werden sollen, abgesehen von ihren Coefficienten. 

Der letztere der vier Ausdrücke fahrt auf den ersten. Denn bildet 
man den Differentialquotienten des vierten nach v, so wird: 
Aycosy 
— + «nasiny _^ 4j(l^Arsina8iny)^-fii2(14-*sinasiny)-f Js 



I ^i I -^ 



worin Äi^ Ä^^ A^^ Ä^^ A^ Functionen von k und sina sind. Femer ist 

d—^— 
14-<gstn«8iny cos«Aa 1 cos«Aa 1 

da sina *(l-f Jrsinasiny)* sina * l-fAsinasiny 

oder 

rf-r— i— 
1 1 I sina \-\'k$maiitkip 

(l-f-üpsinasiny)* ^^ l+iksinasiny ■ cosaAa * da ' 

wodurch entsteht: 
Aycosy 

*+*^]°^'^"^ = il,(l+ifesinasiny)H^(H*"n«««y) + -^3 

1 



4._AiA_4. J l+<PSinasiny sina 
"ri+ÄPsinasinop "^ * </a cosaAa 



1 -fik sina sin 9> 

Es führt also der Differenlialquotient nach u von 

Aycosy 
l-fiksinasiny 

auf ganie Functionen von (p, aufserdem noch auf ujLksxaaBvaqi) ^^^ ^^^^^^ 

Differentialquotienten nach a, wofür auch der nach u gesetzt werden kann. 

Durch Integration nach u gelangt man zu tj^jLkl^a Anw) * Endlich ist noch 

AycosyZ(x) 
l-fiksinasiny 
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zu behandeln, woför man auch 

i'fkB\nasinq>*/ ^ 

wählen kann. Es ist hiervon der Differenlialqaotient nach u: 

du du J ^ : i\kmia%\xifp 

Aycosy 

Setzt man für *+*^"''^^"^ den vorbin gefundenen Werth ein, so 

bleiben aufser den behandelten Formen noch Abrig: 

1 



wovon die zweite durch Differentiation der ersteren abgeioitet werden kann. 
Demnach bleibt fflr den zweiten Abschnitt nur flbrig die Reihenentwicklung ffir 

1 Ay cosy 

i-f&sinasiny * 1-f Asinasiny ' l-f-ü^sinosiny ^ 

Z(x) Z(x)Ay Z(x)co8y 

1-f iainiasiay ^ 1-f ü^sinasiny ' l+A^sinasiny 



Zweiter Aliscliiiitt# 

Die bekannten Formen fär die Addition und Subtraction der ellipti- 
schen Functionen sind: 



sma 



sinycosaAa-f sinacosyAy 



1— ft*8in*a8in*y 



COSa = — 3 . A . , — r-s — ^^^ 

1— iPsin'asin'y 



Aa 



AyAg — t* sin y sing cos y COS« 
1 — ik*sin*a8in*y 



. % sinycosaAa — sinacosyAy 

SinJ = ^ 3 Ti-TTt — r-i — - — ^ 



1 — ik*sin*a8in*y 

« co8yco8o4-8inysinaAyAa 
«>»^== 1-I«,in'a»in*y 

- » __ AyAa-(-t*8iny8inoco8yco8a 
^° 1— »«sin'own'g) 
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worin (p=^am{u\ a=^am{a\ a = ii7n(i#-f«X <y = iim(ii — a) gesettt ist. 
Aus diesen Formeln folgt: 

Arcosa+Äcos^y+Aa — A<^ s= cosftcosy 

2Aa Aq> 

1 



Acy-f-Atf-fÄcosa — ÄcosiJ = t-j-j 



und hieraus: 

cosy kcpsa-^kcpsd-^-Aa — A^' 

1-f iksinasinf) 2Jtco8a ' 

Ay Ag+A3-f /gcofl<y~<fcos^ 

1-fAsinasinqp 2Aa 

Benutzt man noch ans dem 53*^^'' Kapitel der Fundamenta die 
Formel 

2Z(a)4-Z(«-a)-Z(f, + «) = 2*;^5^££!;A«in> 

so folgt: 

*.i..+*i>i.<»-«zw-z(«-«)+z(»+.) = 'i;;t,f.T/ ' 

oder 
und da 



= 1- 



tsinasiny 



l-f-iksinasiny i'\-k%\xkat\nip 

ist, so ergiebt sich 

H*.il.ri.^ ° l-^^^|*.i-.+*.i.a-8ZW-Z(.-«).f Z(.+.)|. 
FQbrl mao statt Asia« wiederam 6 ein, so wird 

C20 q^ = -^^{Aa+A<r+*«,«a_*cosJK 



(3.) 



smy 



1-f ftsiny 
= ^-^==L=j=p{*8intf+*sin«J-2Z(a)-Z(ti-a) + Z(tt + a)}, 

(4.) ■■ * 

= l_^p==^^p==j{*8iiio+*8iB<r-2Z(ii)- Z(«-a) + Z(w4-«)}. 
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Es bleiben noch die Functionen 

cosyZ(u ) AfpZ(u) sin yZ(ti) 

l-f-6sinqp ' l-f-^fin^ ' l^-^sin^) 
zu entwickeln übrig. 

Nach der ablieben Bezeichnung ist: 

A^=^v.«^^, ^*=|ii|., y*.=^, /M=öu„, 

Ferner gleichbedeutend Z(u) mit Z(x); so dafs: 






\ n / ^ n n 



dx 

Ich werde die Formeln zusammenstellen^ welche für das Folgende ge- 
braucht werden und die theils die Differentielquolienten einzelner GrOfsen 
nach X und f sind, theils Relationen zwischen den Constanten (Functionen 
von ^) angeben, deren Richtigkeit leicht erwiesen werden kann. Ist die 
Differentiation durch Indices angegeben, so bezieht sie sich auf x, so dafs 

z. B. H"{\n) bedeutet, dafs in ^^^^t*^^ ««ch der Differentiation nach x 
fflr X Null gesetzt werden soll. 

2ä; 2JB; JP(\n) /2jiry_ e^(0) //^gn) 

n* n ~ H(\n) ' \ n ) »(0) H(\n) ^ 

\ n y ~ "SW ®(4«) ^ ^ n J ~ 9{\n) H(\n) ' 



ff 



.2KV 
(5.) / "-J? 



^ i 2K [(2t[V\* 2K 2E' ] 



n _ i 2KhfU2K\* 2K 2g' 1 



.2«r* 

'^ ff 1 2^i 2K- 2E' 



äq 29 ff ff ff * 
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ykf' dq ~ 4q{ Ö(0) 0(1«) i ~" 4q'\ m /'> 

^**~rf5 i7l"5(Ör H(in)S~ Aq\ « / ' 

I </A» Ajf^ /'2Kk\* Ap ( e>>(x4-ift) e»(jr) ) 

1/9 ~ 49 \ « / 49 l ©(x-fi») ö(x) }' 

dsinq, siny / 2Klf \* »in» | i/"(jr) Q"(jr) ) 

rf^ "~ 4q \ n J 4q '\ U{x) Ö(x) J » 

rfcosy coty /ajjr y co»y ( J5P(j+l«) __ e"(jr) ) 

rfV ~ 47 A « ^ 49 *li/(jc+ij») r5(]rr»' 

i rfA» _ . ( ©M>+1«) &{s) \ 
rfriny . < H'jx) &(x) { 

^F" *= *°"y'i jy(x+i«)— öö^r»' 

(8.) Mz(.).^=.n,.{-^g|^-|;g|, 

\ ff '"^*'' tfx ""■'^ l ^(x+i«)©(jr) ^5^J 

Im 37*" Bande dieses Jonrnals habe ich folgende Formeln (83.) ab- 
gelötet: 



(9.) 



1 B(x) 1 ©(x+4ff) 


^ ö'(x)ö'(x+4ff) ©"<*«) , 
^ Ö(x)©(x+i«) ©ti«) ' 


©"(0) 
©(0) 


;ö«(x) , H^ix) 

e(x) I fr(*) 


©'(x)fir'(x) ^"rtff) , 

©(x)Ä(x) — H(in) 1 


©«(iff) 
©(*«) 


««(*) , i/a(x+i«) 

V ©(X) ' J5r(x+*«) 


g ©'(x)ff'(x+i«) ff»(i«) , 

©(x)j5r(x+i«) jy(i*) T 


©^(0) 
©(0) 


Ferner ist 


> 




e"(x) e«(x) 
©(X) e*(x) 


= ©(0) A « ;«"y- 





Man Qiakiplicire diese Oleicbong mit 2 nod siehe sie von den Glei- 
dmngen (9.) ab, so wird: 
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©{x+i«) ■©(^''"^ e*(x) ©(x)ö(x+i«) 

H"(x) &'{x) , g Q"(x) ., &{x)H'(x) 

H{x) 0(x)'^^ ©'(x) ©(J:)^(J) 

^!Ü£±ÜL)_©Ü(£)4.2 Q'Vx) g ©'(x)iy'(j+i«i) 
//(x+i«) ö(x) '*"5%r) Ö(x)^(x+i«) 

= 2 (^-^; Sin y + -^^^ — 5^ , 
welche Gieichnngen mittelst der von (6.) and (8.) flbergeheo in: 

-^"V" gj^— Z(a?)= -(-jpjcos'ysin,.. 

Durch Differentiation erliftit man: 






1 9 



01.) /2Ä „. . ^rpüS? _ 2« „_ 1x^ 2Ä ^^ /smy.-^ 

^ cosy </coBy . rfsiny 



9 



rf^ *^ l-{-fr8in9) (14-68ini]p)* (1+4 sin 9)* 

I . 8in^p i/sincp . , db 1-;«^ rftfny 

r4t%-k yrf . , . : — , ^ 8in*Qp-3- tsmy* 

(12.) < l+fesiny rfj ^ dg ^ dg 

dg l-f-Asin^) {i+b$mg>}* ^ (l+ftwny)' ' 

</9 "" l+*8lny (l+ftsln^)» <l+68i«»)* 
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MultipUcirt man ins System (12.) mit 2q, addirt (11.) hinaa, so heben 
sich vermöge der Oleichnngen (10«) die meisten Glieder der rechten Seile 
fort, und es bleibt: 

n ^ ^ dx y " dq 

. . db /2Ä*Va • /jli . X 

^ ~^^ (l + 6sioy)« + (i + bslnipy ' 



(13.) 



j siny j siny 

. cogy . cosf) 



oder 



« ^ ' Wir ' ^ (/<9 

00S91SU4) -T- i,"~r~^ «>»y "in ?»(*+ 81119) 



Ay 



l *^ <i>i M J.ABin«)* » 



(14-6sinf>)' 



(14.) 









. co»y 






äq (1+»fin7)' 
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Dividirt man die Gleichungen (14.) respective darcb: 

Ay sintp cosy 

l+frsiny ' i-^-bsintp ' "TfAsiiTy'' 



so wird: 



rflog- ^^ 



(15.) 



1*^ Z ra?) — -Üifil2. 
^ ^ i/^f l-f6sin<p 



I o ^ij-bsmqf ' ^ dg \ n ^ ^ 

' '"^ dq l-fAsiny * 

.. cosy 

^ dq i-\'bsiny> 

Hierin setze man 6 = 0, so folgt als specieller Fall: 

(16.) JMz(x).i!^ = _3,.Ü^+^)".„>, 

(Mzcx).!ü!^ 2,Ü!:g!Ü!_(?ä.)',toV. 

Diese Gleicbangen in derselben Reihenfolge von den daraberstebenden 
abgezogen, fahren alle aof dieselbe Formel: 

(17.) Hz(a?).— 1^^!^ 

^ </7 l-f-6sin9> 

Man multiplicire endlich diese Gleichung mit oii die Gleichungen (16.) 
der Reihe nach mit r, s, t, so giebt die Summe dieser vier Gleichungen: 
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. Ay''8iny*cb8y* 

(18.) Hzc*)— il±^a5en_ 



+ •»» — ^^ Ä l L' 1 



^ • Hierin kann r, s, t, m jeden beliebigen Wertb annehmen. Dieses ist 
die gesuchte Gleichung, welche Jede *Muttiplication einer ganzen oder ge^ 
brochenen Function mit dem Integral der zweien Gattung auf eine 
Differentiation nach q und auf eine DiffTerentiation und Integration nach 
X zurückfährt. Denn wird 

• Ay''siny*co8y* 

mit ü bezeichnet, so ist 

hieraus folgt, indem fflr — ^{^) sein Werth gesetzt wird: 

2K 



„jMz(x).r) 



dx 



^ du rr 2Ä 2E' /2K\* , , , , , 4v/2üf*V • 2 /21SC*V 2 

^ db . , /^Kk\\ . t \ 

*'^*''*^< \ Jbsimpcos^^ I 

+ »» ^ Ä i L ' 1 ' 

and durch Integration nach x erhalt man das verlangte Prodnct. 
Königsberg in Pr., im April 1855. 
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lieber eine ;9/i^itersche combinatorische Aufgabe, 
welche im 4&'^ Bande dieses Journals, Seite 181, 

gestellt worden ist. 

(Von Herrn Reif» in Frankfurt a. M.) 



Welche Zahl iV von Elementen hat die Eigenschaft, dafs sich die 
Elemente so zu dreien ordnen lassen, dafs je zwei in mner, aber nur in 
einer Verbindang vorkommen? 

Die Antwort auf diese Frage ist folgende: Damit die (mittelbare) 
Darstellung aller möglichen Zweier durch Dreier, wie gian die fragliche 
Operation nennen k^nn, möglich sei, ist es nothwendig und ausreichend, dafs 
die Zahl N die Form 6it-fl oder 6it-f 3 habe. 

Dafs JN ungerade sein mfisse, erhellt daraus, dafs jedes Element mit 
jedem der iV— 1 anderen und zwar immer mit zweien auf einmal verbunden 
sein, dafs also A^— 1 gerade s^jp mflsse. Dafs ferner N von einer der beiden 
Formen 6it-f 1 oder 6it-f 3 sein mOsse, ist eben so leicht einzusehen; denn 
die Anzahl aller vorkommenden Dpßlgr mufs dem dritten Theile aller möglichen 
Zweier gleich sein, da jeder Dreier implicite drei Zweier darstellt. Bezeichnet 
man daher jene Anzahl durch A(N) und 2V selbst durch 2)^-f'9 ^^ ^^^ oaan 
A(N) = il(2v+l) = iP(2v^l)i 

also mufs entweder v oder 3i^-f^ durch 3 theilbar sein. Im ersten Falle 
hat man 

JV=6n+l; 
im zweiten 

iV=6ii-f-3. 

Es handelt sich also nur noch darum, zu bewei>ep. Ms Jede Zahl von der Form 
Git-f-l oder 6n-f 3 der gestellten Forderung genflgt. Dies soll hier geschehen, 
nachdem zuvor die folgenden Forderungen und Erklärungen erörtert worden. 

«. 

Erste Fordjerung. .Alle möglichen Zweier, welche man mit 2^^ 
also mit einer geraden Anzahl von Elementen bilden kann, derart in 
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Groppen za vertheilen, dafs jede Gruppe alle Elemebte und zwar jedes 
nur einmal enthalte. . 

Regel ffir das Verfahren. Man bezeichne die Elemente ihrer Ib 
sich willkflrlichen Ordnung nach durch 1, 2, 3 ... (2/t-^l), (2fi). Man 
schreibe den Zweier 12 in die erste , 13 in die zweite , 14 in die dritte 
Gruppe U.S.W, bis zu dem Zweier l(2,tt), welcher in die (2^1^—1 )*• und 
letzte Gruppe kommt. 

Den Zweier 23 schreibe man in die dritte Gruppe, 24 in die vierte, 
25 in die fOnfte u. s. w. bis zum Zweier 2{2fi — 1), welcher in die letzte 
Gruppe kommt. Den noch, übrigen mit dem Elemente 2 anfangenden*) 
Zweier 2(2^^) schreibe man in die Gruppe, welche unmittelbar derjenigen 
vorhergeht, mit welcher man begonnen hat; also in die zweite. 

' Die mit dem Elemente 3 anfangenden Zweier vertheile man auf ähn- 
liche Weise, indem man um zwei Gruppen weiter rechts als vorhin, also mit 
der fOnften Gruppe beginnt und in diese 34, in die sechste 35 einschreibt n. s. w. 
Auf diese Weise kommt in die letzte Gruppe S{2fi — 2). Die erste Gruppe 
betrachte man nunmehr als auf die letzte folgend und setze in dieselbe 3(2fi — i). 
Endlich schreibe man den noch übrigen Zweier 3(2^) wiederum in die Gruppe 
unmittelbar links von derjenigen, mit welcher man begonnen hat, d. h. in * 
die vierte. 

Auf ähnliche Weise vertheile man die mit dem Elemente 4 anfangen«^ 
den Zweier, dann die mit 5 anfangenden u. s. w. , wobei man sich die Grup- 
pen in einen Kreis gestellt zu denken hat, so dafs die erste unmittelbar auf 
die letzte folgt u. s. w. Allgemein beginne man in Bezug auf die mit irgend 
einem Elemente k anfangenden Zweier um zwei Gruppen weiter rechts als 
bei den mit (k—i) anfangenden geschehen; d. h. man schreibe in diese Gruppe 
A:(A:-f 1), in die folgende k(k^2) u. s. f. bis zu A:(2^— 1). Den noch Qbrigen 
Zweier k{2fi) hingegen trage man in die Gruppe unmittelbar links von der- 
jenigen ein, mit welcher man begonnen hat. Fährt man auf diese Weise bis 
zum Zweier {2fi—iX2fi) fort und schreibt diesen in die Gruppe ein, welche 
auf die den Zweier (2fi — 2)(2fi—i) enthaltende unmittelbar folgt, so wird 
die verlangte Vertheilung vollendet sein. 



*) Es wird hier angenommen, dafs in jeder Verbindung die Elemente ihrer be- 
stimmten Ordnung sremifs geschrieben seien. 

42* 



328 Reifs, über eine Steiner sehe cambinalorieehe Aufgabe. 

Beispiel. Ist 2^ = 10, so erhfilt man die Gruppen 

12 13 14 15 16 17.18 19 110 

210|23 24 25 26 27 28 29 

39 310|3435 3637 38 

4849 4 10 1454647 

575859 510|56 

6 10 I 6 7 6 8 6 9 

7 10 I 7 8 7 9 



810 I 8 9 



910 



oder zusammengezogen « 

12 13 14 15 16 17 18 19 110 

39 210 23 24 2526 27 28 29 

48 4*9 59 3 10 3 4 35 36 37 3 8 

57 58 68 69 79 410 45 46 47 

610 6 7 710 7 8 810 8 9 910 510 5 6 

Beweis der Regel. Dafs das Element 1 in jeder Gruppe und zwar 
in jeder nur einmal vorkommt, ist hier ohne Weiteres anschaulich. Es sei 
also k irgend eins der anderen Elemente, mit Ausnahme des höchsten {2fi); 
auch sei x ein beliebiges, dem Elemente k vorhergehendes. Da der Zweier 
12 in die erste, der Zweier 23 in die dritte, der Zweier 34 in die ffinfte 
Gruppe kommt u. s. w., so gehört der Zweier x{x-{-i) der (2x— 1)*^ Gruppe 
oder, was dasselbe ist, der (x — 2'\-X'^iy*'' an; also kommt x{X'\'2) in die 
(x — 2+X+2)*' Gruppe, x(;f+3) in die (x — 2'\^x^Sy' u. s. w. und all- 
gemein xk in die (Ar— 2-f ^y* Gruppe. Alle diese Ordnungszahlen der Grup- 
pen sind hier wie im Folgenden, wenn sie 2fi^l übersteigen, auf ihren Rest 
bei der Division durch 2^—1 zu reduciren, so dafs die 2u*^ Gruppe mit der 
ersten, die (2^-f ^)^ ^^^ ^^^ zweiten flbereinkommt u* s. w. Giebt man dem 
X nach und nach die Werthe 1, 2, 3, ... (A:— 1), so ersieht man, dafs die 
Zweier lA:^ 2k, 3k, . . . {k—l)k nach dieser Ordnung genommen den auf 
einander folgenden Gruppen 

(ifc-2 + 1), (Ar-2 + 2), (Ä_2 + 3), . . . (Ar-2 + Ä-l) 
angehören. Nun befindet sich, so lange das Element k niedriger als (2/t— 1) 
ist, der Zweier A:(Ar-fl) in der Gruppe (Ar~2-f'A;-f 1)) was aus dem Qbigen 
erhellt, wenn man k statt ;f setzt ; auch gehört, unter derselben Beschränkung, 
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der Zweier k(2/i) der vorhergehenden Gruppe, d. b. der (Ar— 2-fA?y^" bd* 
Ferner folgen sich die Zweier Ä:(A:-fl), Ar(Ä-f2), . . . Ä(2/i— 1) nach dieser 
Ordnung in den Gruppen 

(Af_2 + *+l), (A-2 + A+2), . . . (ifc-2+2/i-l); 
demnach sind alle mit Ar verbundenen Zweier nach der Ordnung 

ik, 2k, ... (k—l)k, k(2/i), *(*+!), *(*+2), ... *(2fA-l) 

genommen, in den auf einander folgenden Gruppen 

enthalten. Man ersieht hieraus, dafs das Element k in 2/i— 1 verschiedenen 
Gruppen , d. h. in allen vorkommt. Auch ist einleuchtend , dafs es in keiner 
mehr als einmal enthalten sein kann, da es nicht mehr als 2fi—i mit k ver- 
bundene Zweier giebt. 

Ist das Element k = {2fi—i)^ so folgen sich die Zweier 1(2^1^—1), 
2(2^—1), • . • (2/t— 2)(2/i— 1)*in den auf einander folgenden Gruppen 

(2/t — 3-f 1), (2^^ — 3 + 2), . . . (2/^-3 + 2^-2); 

auch gehört in diesem Falle (vergl. die Regel) der Zweier (2fi—i)i2fi) der 
auf die (2/i— 34-2/i— 2)% folgenden Gruppe, d. h. der (2^—34-2^—1/'" an. 
Es kommt also auch das Element (2^—1), eben so wie alle niedrigeren in 
2/^— r verschiedenen, d. b. in allen Gruppen und zwar in jeder nur einmal vor. 

Was endlich das Element {2fi) betrifft, so bedenke man, dafs jedes 
der Elemente 1, 2, 3, . . . (2/i— 1) erwiesenermafsen in jeder Gruppe und 
zwar nur einmal vorkommt; dafs aber die Anzahl dieser Elemente ungerade 
ist *), während jede Gruppe, da sie aus einer gewissen Anzahl von Zweiern 
besteht, eine gerade Anzahl von Elementen enthalten mufs. Es mufs also 
jede Gruppe noch ein anderes Element enthalten ; da aber kein anderes als 



*) Denn die Anzahl aller Elemente wird hier als ein« gerade vorausgesetzt. Ist 
diese Zahl im Gegentheile eine ungerade 2fi^if und verffilirt man nach der angegebenen 
Regel, so kann man zwar wie oben beweisen, dafs alle Elemente mit Ausnahme des 
hödisten (2fi-|-l) in jeder Gruppe und zwar nur einmiil vorkommen müssen; da jedoch 
die Anzahl dieser Elemente nunmehr eine gerade ist, so kann es allerdings gescliehen, 
dafs sie in der einen oder der anderen Gruppe nur zu Zweiern unter einander verbunden 
vorkommen; in welchem Falle man nicht mehr schließen kann, dafs auch das höchste 
Element in einer soldhen Gruppe enthalten sein müsse. In der That wird man finden, 
wenn man bei einer ungeraden Anzahl von Elementen nach der Regel verfährt, dafs die 
ungeraden Gruppen das höchste Element gar nicht enthalten, wahrend es in jeder geraden 
Gruppe zweimal vorkommt. Es ist übrigens an sich einleuchtend, dafs der Forderung 
bei einer ungeraden Anzahl von Elementen gar nicht genfigt werden kann. 
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{2fi) abrig ist, so sieht man, dafs aach dieses in jeder Groppe und zwar 
nur einmal vorkommen mufs; was den Beweis der Regel vollendet. 

8. 

^ Die Ordnung der Elemente ist an sich willkflrlich. Fahrt man statt 
der oben gebrauchten 1, 2, 3, • . • (2/t) irgend eine andere, welche wir durch 
<^j ß> /ß *•' bezeichnen wollen, ein: so hat man in den Gruppen das Element 1 
durch a, das Element 2 durch ß zu ersetzen, u. s. w. Die Ordnung 1, 2, 
3, . • . {2fi) gewährt fflr den obigen Beweis die gröfste Deutlichkeit ; bei den 
folgenden Untersuchungen wählen wir die umgekehrte (2/t), (2^—1), ... 2, 1; 
nach welcher man z. B. fflr 2/^ = 10 der Regel zufolge die Gruppen • 
109 108 107 106 105 104 103 102 101 



82 


91 


98 


97 


96 


95 


94 


93 


92 


73 


72 


62 


81 


87 


86 


85 


84 


83 


64 


63 


53 


52 


42 


>1 


76 


75 


74 


51 


54 


41 


43 


31 


32 


21 


61 


65 



erhalt. 

FOr unseren Zweck am wichtigsten sind im allgemeinen Falle und bei 
Zagrnndelegnng der umgekehrten Ordnung die mit den vier h&chsteo Elemen» 
ten (2;tt), (2jtt— 1), (2/*— -2), (2/t— 3) verbundenen Zweier einer jeden Gruppe. 
Wir stellen daher die Gruppen in der folgenden Tafel nach ihrer Ordnung 
und mit ausdrOcklicber Angabe ihrer vier ersten Zweier dar: 

(2n){2ft-i) (2i>)(2(^2) (2f»)(2ft-3) (2ß)(2(t-A) (2^)(2/i-5) 

(2fi-2)2 (2ii-\)i (2it-\)(2ii-2) (2^-l)(2|t-3) (2^-l){2;.-4) 
(2ft— 3)a (2ft— 3)2 {2|it— 4)2 (2f»— 2)1 (2^— 2)(2^— 3) 

(2/1—4)4 (2/t— 4)3 (2/t— 5)3 (2^-^5)2 (2ft-6)2 



(2^)(2ft-6) (2ft)(2,*-7) 

f(2/»— t)(2/t-5) (2^-i)(2/t— 6) 

(I) \ (2/t— 2)(2f»— 4) (2;t— 2)(2/t— 5) 

\(%^L-Z)^ (i^^t_8)(2^-4) 



(2^)(i) i2ii)(\-\) 

(2^-l)(i+l) (2/t-l)(A) 

(2^-2Xi+2) (2^-2)(Ä+l) 

(2f*-3)(A+3) (2^-3)(i+2) 



(2^)2 (2^)1 

(2itr-i)Z (2/t— 1)2 

(2f»— 2)4 (2^—2)3 

(2^—3)5 (2/»— 3)4 
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Hierbei ist zu bemerken, dafs (iL) irgend eins der Element^ , mit AuBnahme 
der vier böchsten, bedeuten kann, und dafs die mit (2^)(it) beginnend^ Gruppe 
die (2^-A)** ist. 

A. 

Hat man die Gruppen in Bezug auf die Elemente and auf die Ordnung 
(2/i)^ (2/^—1), (2/i— 2), .., 2, 1 nacb der angegebenen Regel gebildet und 
scheidet daraus die Zweier, welche die beiden höchsten Elemente {2fi) un4 
(2/1—1) enthalten, aus: so bleiben in den Gruppen. alle möglichen Zweier, 
welche man mit den 2fi—2 Elementen 1, 2, • • . (2/^—2) bilden kann, flbrig. 
Die erste Gruppe, welche den Zweier (2fi)(2fi—l) enthalt, wird dadurch um 
em^it Zweier vermindert; alle anderen hingegen, da sie (2^) und (2/^—1) in 
verschiedenen Zweiern enthalten, nm zwei Zweier. Nach vollbrachter Aus- 
scheidung sind daher in der ersten Gruppe noch alle Elemente 1,2, • . • (2/i— 2) 
vorhanden, wilhrend in allen flbrigen an dieser Anzahl je zwei fehlen; nflm- 
lich in jeder Gruppe diejenigen, welche sich in ihr neben (2/t) und {2fi—i) 
befanden. Vereinigt man diese beiden Elemente jedesmal zu einem Zweier 
und nennt diesen den cbaracteristischen Zweier der bezüglichen Gruppe, so 
ist klar, dafs der Complex derselben alle Elemente 1, 2, . . • (2^—2) und 
zwar jedes zweimal enthalt. Es ist nflmlich in deg ursprflnglichen Gruppen 
sowohl (2/i) als (2/^—1) nach und nach mit jedem dieser Elemente und zwar, 
nur einmal verbunden. 

Ehe wir weiter gehen, haben wir einen Ausdruck zu erklären, dessen 
wir uns in Bezug auf den Complex von m Zweiern, in welchen m verschie- 
dene Elemente je zweimal vorkommen, bedienen werden. Ist aiOCs einer 
dieser Zweier, so mufs es noch einen anderen |eben, welcher aj enthält; da 
dieses Element, wie jedes andere, zweimal vorkqinmen soll. Diesen Zweier 
bezeichne man durch OsO,, wo a^ mit «i identisch oder davon verschieden 
sein kann. Im letzten Falle giebt es einen dritten ^Zweier, welcher a, enthält; 
er sei a^a^. Ist a« von a^ verschieden, so giebt es einen vierten Zweier, 
in welchem a« vorkommt u. s. w. Diese Zweier schreibe man in der Ordnung 

«lOj, «2CX3, «304^ <^4^5^ • • » • 

Gelangt man bei dieser Anordnung nicht schon früher zu einem Zweier aja^^.^ 
in welchem a/^i mit ai identisch ist, so mufs dies unausbleiblich bei dem 
^^^% ^m^m^i der Fall sein, da das Element aj ebenso wie alle andereo zwei- 
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mal yorkommL Einen solchen Complex von Zweiern 

ax«25 «2«S1 <^3«41 • • • «m-1«»"» ^m^l 

werden wir eine Periode von m Zweiem mit .eich selbst folgenden Ele^ 
menten nennen. 

Gelangt man schon vor Erschöpfung aller m Zweier bei der eben er- 
lAnterlen Anordnung zu einem Zweier a^ai, so bilden die Zweier 

ffir sich eine solche Periode, und dasselbe wird in Beztfg auf die noch flbrigen 
Zweier der Fall sein, wenn sie nicht ihrerseits gleichfalls in zwei oder 
mehrere Perioden zerfallen. So bilden z. B. die Zweier 

13 14 25 26 36 45 
eine einzige Periode, nämlich 

13 36 62 25 54 41; 
dagegen 

die Perioden 



14 15 23 26 36 45 



14 45 51 und. 2 3 3 6 6 2. 

Unter der Voraussetzung dieser Erklärung ist leicht zu sehen, dafs 
der Complex der oben besprochenen characteristischen Zweier eine einzige 
Periode von 2fi—2 Zweiern mit sich selbst folgenden Elementen bildet. 
Schreibt man nflmlich nur die ausgeschiedenen Zweier und zwar nach der 
Reihenfolge der Gruppen nieder, so erhält man nach (L) 

(2^)(2^-l) (2At)(2//-2) (2^)(2Ai-3) (2^)(2/i-4) . . . {2^)(X) 

{2fi—i)i {2fi-iX2/j^—2) (2/i-l)(2^— 3) .. . (2/t— 1X^+1) 
{2fi)(X-i) . . . (2.u)2 (2/^)1 
{2/11— i){X) . . • (2/i— 1)3 (2^—1)2. 

Schreibt man nun die charakteristischen Zweier, von der zweiten Gruppe an- 
gefangen, nach der Ordnung der letzteren nieder und setzt in jedem das mit 
(2,a — 1) verbundene Element voran, so ist ihr Complex 

l(2fi-2), (2^-2)(2^-3), (2^-.3)(2Ai-4), ... (A+1)(A), (AXA-1), ... 32, 21, 
und mithin eine Periode von (2^—2) Zweiern mit sich selbst folgenden 
Elementen. — Dieser Umstand macht es uns möglich, der folgenden For- 
derung zu entsprechen: 
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ZweiteForderang« Alle Zweier, welche man mit 2/t Elemen- 
ten bilden kann, derart in 2fi^i Gruppen zq vertheilen, dafs ih keiner 
ein Element mehr als. einmal vorkomtne; dafs ferner eine Gruppe alle 
Elemente enthalte und dafs endlich in jeder anderen zwei solche Elemente 
fehlen, dafs diese, als Zweier zusammengestellt, eine einzige Periode von 
2fi Zweiern mit sich selbst folgenden Elementen bilden. 

Regel für das Verfahren. Die Elemente seien 1, 2, 3, . .. {2/i)i 
auch seien (2/^4-1) und (2^-f'2) '^^i andere. Man bilde mit allen Elementen 
1, 2, 3, . . . (2/i), (2itt-f-l), {2fi'\-2) in ihrer umgekehrten Ordnung genom-' 
men die Gruppen von Zweiern nach der Regel fflr die erste Forderung und 
scheide alle Zweier, in welchen die Elemente (2/^4" 1) ^^^ (2/^4^ 2) ^or^ 
kommen, aus. Die in den Gruppen fibrig bleibenden Zweier werden alle mit 
den 2fi Elementen 1, 2, 3, . . . {2/i) möglichen darstellen und auf die ver- 
langte Weise vertheilt sein. 

Ist z. B. 2/t==10, 2^+1 = 11, 2/^+2 = 12, so erhalt man 

12 H 12 10 12 9 12 8 12 7 12 6 12 5 12 4 12 3 12 2 12 1 

10 2 I 11 1 11 10 11 9 11 8 11 7 11 6 H 5 11 4 11 3 11 2 

9 3 9 2 8 2 10 1 10 9 10 8 10 7 10 6 10 5 10 4 10 3 

84 83 73 72 62 91 98 97 96 95 94 

75 74 64 63 53 52 4281 87 86 85 

61 65 51 54 41 43 31 32 21 71 76| 

wo die Zweier, welche (2itt-}-l) und (2/t-f 2) enthalten, von den darzustellen* 
den durch die gebrochene Linie abgesondert sind. 

Dieser Regel gemäfs werden die Gruppen, um welche es sich hier 
handelt, im allgemeinen Falle durch folgende Tafel dargestellt: 

(2^)2 (2^-1)2 (2^-2)2 (2^)1 (2^)(2Ai-l) (V)(2f*-2) 

(2^—1)3 (2^—2)3 (2^—3)3 (2^—3)2 (2^—4)2 (2^—1)1 

(n.) , 

V2^)(2^-3) . . . (2^)(A) (2fi)(A-l) . . . (2^)4 (2,1)3 

f(2^-l)(2^-2) . . . {2fi-i)(X+i) (2^-l)(A) . . . (2^-1)5 {2fi-i)4 

• ■ • . • 

' • . • . 

Dies ergiebt sich ans (L), wenn man daselbst flberall 2|ii durch 2fi'\'2 and 
l durch X— 2 ersetzt und alsdann die Zweier, welche die Elemente (2|ii-fl) 
nnd (2fi'\'2) enthalten, ausscheidet. Man kann hierbei noch bemerken, dafs 
die Gruppe, welche die beiden höchsten Elemente (2fi) und (2^—1) zu 
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einen Zweier vereinigt enthalt, die fünfte ist; dafs die dritte Gruppe keines 
dieser Efemente enthalt and dafs in der zweiten nnr (2/i — 1), in der vier- 
ten nur (2^) vorkommt. Auch ist' leicht zu sehen, dafs die Gruppe, welche 
mit dem Zweier (2^)(;t) beginnt, die (2^ — ^4-4)'* ist. Was endlich die 
characteristischen Zweier dieser Gruppen betrifft, so sind sie, von der sweiten 
angefangen, ihrer Reihe nach 

(HL) 1(2^), (2^)(2^-.l), (2^-l)(2/i-2), ... (A+1)(A), (ÄXX-l), ... 3 2, 2 1; 
wie bei der Substitution von 2/i-f-2 statt 2fi gleichfalls aus (I.) erhellt. 

Bei der ersten der beiden erörterten Gruppirungen ist die Anzahl der 
Gruppen um eine Einheit kleiner als die der Elemente; bei der zweiten hin- 
gegen um eine Einheit gröfser. Ferner enthalten bei der ersten alle Gruppen 
gleich viel Zweier, nfimlich halb so viel als die Anzahl aller Elemente be- 
trägt: bei der zweiten hat nur die erste Gruppe diese Anzahl von Zweiern, 
während alle anderen einen weniger besitzen. Wir werden daher diese bei- 
den Grnppirungen im Folgenden durch die Benennungen: Vertheilung in 
2fi—l ßleicAzdhIiße und in 2/t-j-l ungteichzählige Gruppen unterscheiden, 
wobei jedesmal die obigen Bildungsgesetze vorausgesetzt werden. 



5. 

Wir beschliefsen diese Voruntersuchungen mit einer die Darstellung 
der Zweier durch Dreier selbst betreffenden Erklärung. Ist diese Darstellung 
bei IN Elementen möglich, und hat man sie wirklich ausgeführt, so scheide 
man aus der sich ergebenden Reihe von Dreiern, die wir il(dr.) nennen 
wollen, alle diejenigen aus, welche zwei beliebige Elemente a^ und a^ ent- 
halten, und bezeichne die Reihe der übrigbleibenden Dreier durch r(dr.). Von 
den ausgeschiedenen Dreiern ist zu bemerken, dafs einer und nur einer die 
Elemente a^ und a^ zugleich enthalt, während in allen anderen entweder nur ai 
oder nur aj vorkommt; denn der Zweier a^a2 ist in lt(dr.)^ aber nur ein- 
mal, enthalten. Ist a^ das dritte Element des Dreiers, welcher cti und o, 
enthält, so kann weder der Zweier a^a^ noch der Zweier a^a^ in einem 
anderen Dreier vorkommen ; folglich kann sich das Element o, in keinem der 
übrigen ausgeschiedenen Dreier befinden , da es in diesen entweder mit a^ 
oder mit Oj verbunden sein mflfste. Vereinigt man daher in jedem dieser 
ausgeschiedenen Dreier die beiden neben a^ oder ^2 befindlichen Elemente zu 
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einem Zweier und stellt diese alle in einer Reibe r(zw.) zusammen, so wer- 
den, wenn aj, et,, a^, /?i, y?,, ... ßy^ sämmlliche Elemente darstellen, in 
r(zw.) keine anderen Elemente als /?i, /?2, ... ßy^^ vorkommen; auch ist 
leicht zu sehen, dafs Jedes dieser Elemente darin enthalten sein wird, und 
zwar zweimal; denn sowohl «i als o, murs in /i(dr.) einmal und nur einmal 
mit jedem der Elemente /?i, ß2^ ••• ßi^^ verbunden sein. Endlich ist auch 
klar, dafs die in r(zw.) explicile und die in r(dr.} implicite enthaltenen 
Zweier zusammengenommen alle diejenigen, und keitoe anderen, darstelleh, 
welche man mit den N—2 Elementen «3, ^i, /?29 • • * ßN^3 bilden. kann; denn 
einerseits mOssen alle diese Zweier implicite in der voilstfindigen Reihe /l(dr.) 
enthalten sein; andrerseits giebt es in JR(dr.) keine anderen mit je zwei. 
Elentenlen «3, ^|, y?,« ••• ßi^^^ gebildeten Zweier als die in r(dr.) und 
r(zw.} enthaltenen. Aus diesem letzten Grunde kann man den Complex der 
Reihen r(dr.) und r(zw.) die abgeleitete und (aus Dreiern und Zweiern)' 
genaschte Darstellung aller mit N — 2 Elementen o,, /9i, ßij ... ßj^^ 
möglichen Zweier nennen; wobei nicht vergessen werden darf, dafs die 
Zahl iV— 2 so beschaffen sein mufs, dafs bei einer um zwei Einheiten gröfse- 
ren Anzahl von Elementen sich alle Zweier durch Dreier darstellen lassen. 

Der Wichtigkeit Wegen, welche dieser Complex fdr die uns beschäfti- 
gende Frage hat, stellen wir hier seine Haupteigenschaften öbersichtlich zu- 
sammen: 

|8teiu^ Die Reihen r(dr.) und r(zw.) zusammengenommen stellen, wie 
wir so eben gezeigt, alle mit den Elementen a,, /9i, /?}, ... y^^r-s möglichen 
Zweier und keine anderen theils implicite, theils explicite dar. 

2*"^. In der Reihe r(zw.) fehlt ein Element, nfimlich dasjenige (03)9 
welches in li(dr.) mit den beiden ausgeschiedenen a^ und ct^ verbunden vor- 
kommt. 

3**". Von den flbrigen Elementen ^1, ^21 • • • /^iv^-s kommt in r(zw.) 
jedes und zwar zweimal vor. 

4**°*. Die Reihe r(zw.) besteht aus diesem Grunde aus einer oder 
mehreren Perioden von Zweiern mit sich selbst folgenden Elementen. 

S'**^. Aus demselben Grunde ist die Anzahl der in r(zw.) enthaltenen 
Zweier =2V— 3. 

6'*°*. Demnach ist die Anzahl der in r(dr.) enthaltenen Dreier 
= ^Ar(2V— l)_(Ar_3)-l =ir.\-3)(A?-4). 

43» 
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e. 

Erster Satz Lassen sich hei N==^2r — i Elementen alle Zweier 
durch Dreier darstellen, so ist dies auch bei A^-f (^"f ^) = '^^~^ 
Elementen der Fall. 

Beweis. Der Beweis dieses Satzes Mird am einfachsten e posteriori 
gefflhrt ; indem man das zn der fraglichen Darstellung erforderliche Verfahren 
angiebt und die Richtigkeit desselben darthut. 

Man bezeichne also 2v— 1 Elemente durch a^^ «b, . • • 02r-n ^^ andere 
durch bi^ b^^ ... 63^-19 ^2^» ^^^ unterscheide diese beiden \Arten von Ele- 
menten durch die Namen a und b. Nun stelle man zuerst alle mit den 
Elementen a möglichen Zweier durch Dreier dar, was unserer Voraussetzung 
zufolge möglich ist; die Reibe dieser Dreier bezeichne man durch {aäa). 

In Bezug auf die 2v Elemente b bilde man nach der Regel fflr die 
erste Forderung (Art 3) die 2V— 1 gleichzfihligen Gruppen, indem man da- 
bei die umgekehrte Ordnung der Elemente {b^p, ^2k-i9 ••• ^29 ^i) su Grunde 
legt. Den in der ersten Gruppe enthaltenen Zwcfiern theile man ein und das- 
selbe Element a, z. 6. Oi, zu, wodurch sich die Gruppe in eine Gruppe von 
Dreiem verwandelt. Dasselbe thue man in Bezug auf alle anderen Gruppen, 
ind^m man jeder der 2i^— 1 Gruppen ein anderes der 2v — 1 Elemente a zu- 
theih. Bezeichnet man den Complex von Dreiern, welche man auf diese 
Weise aus allen Gruppen zusammen erhalt, durch (a66), so stellen {aaa) 
und {abb) zusammengenommen alle mit den Av—\ Elementen ai, 02, ... 02,^1, 
6i, 62, ... 62^ möglichen Zweier durch Dreier dar. 

Denn die mit diesen 4v— 1 Elementen gebildeten Zweier bestehen 
entweder aus zwei Elementen a oder aus zwei Elementen b oder endlich aus 
einem Elemente a und einem Elemente b. Die erste Art von Zweiem wird 
durch die Reihe {aaä) dargestellt, welche nach unserer Annahme alle mit 
zwei Elementen a gebildeten Zweier, und keine anderen, enthalt. Die beiden 
anderen Arten werden durch die Reihe {abb) yollsländig dargestellt. Denn da 
die ursprflnglicben Gruppen zusammengenommen aus allen mit zwei Elemen- 
ten b gebildeten Zweiern bestehen, so sind diese auch in {abb) neben den 
Elementen a enthalten. Da ferner jede ursprüngliche Gruppe alle Elemente b 
enthalt und jeder Gruppe ^in anderes Element a zugetheilt wurde, so befindet 
sieb in {abb) jedes Element a mit jedem Elemente b verbunden; folglich 
itelien die Reihen {aaä) und {abb) zusammengenommen alle mit den 4v — 1 
Elementen a und b möglichen Zweier durch Dreier dar; w. c. b. w. 
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Beispiele. Hat 2V seinen kleinsten Werth 3, so werden alle mit 
den drei Elementen 1, 2, 3 möglichen Zweier durch den Dreier 123 dar- 
gestellt. 

Kommen zu den drei Elementen a (1, 2, 3) noch vier Elemente b 
(4, 5, 6, 7) hinsn, so sind in Besag auf diese die 3 gleichzähligen Gruppen 

76 75 74 
54 64 65. 

Theilt man der ersten das Element 1, der sweilen das Element 2 and der 
dritten das Element 3 zu, so ist die Reihe {abb)i 

176 275 374 

154 264 365; 
man findet also, da {aaa) sich anf den Dreier 123 redncirt, bei lexico- 
graphischer Ordnung: 

123 145 167 246 257 347 356, 

wodurch alle mit den 7 Elementen 1,2,3,4,59697 möglichen Zweier 
durch Dreier dargestellt sind. 

Nennt man diese 7 Elemente die Elemente a und kommen zu ihnen 
8 Elemente b: 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 hinzu, so sind in Bezug auf 
diese die 7 gleichzähligen Gruppen 

15 14 15 13 15 12 15 11 

13 9 14 8 14 13 14 12 

12 10 12 9 11 9 13 8 

11 8 11 10 10 8 10 9 

Theilt man der ersten das Element 1, der zweiten das Element 2 zu u. s. w. 
und fflgt der auf diese Weise entstehenden Reihe {abb) die Reihe {aaa) 
bei, so findet man bei lexicographischer Ordnung: 



15 10 


15 9 


15 8 


14 11 


14 10 


14 9 


13 12 


13 11 


13 10 


9 8 


12 8 


12 11. 





2 3 


2 4 6 


3 5 6 


4 11 15 


6 9 15 




4 5 


2 5 7 


3 8 10 


4 12 14 


6 10 14 




6 7 


2 8 14 


3 9 11 


5 8 9 


6 11 13 




8 11 


2 9 12 


3 12 15 


5 10 15 


7 8 15 




9 13 


2 10 11 


3 13 14 


5 11 14 


7 9 14 




10 12 


2 18 15 


4 8 13 


5 12 13 


7 10 13 




14 15 


3 4 7 


4 9 10 


6 8 12 


7 11 12, 
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wodurch alle mit den 15 Elementen 1,2, ...14, 15 möglichen Zweier 
durch Dreier dargestellt sind. 

K. 

Zusatz. Die Ordnung der Elemente b, welche bei der Gruppenbil- 
dung zu Grunde gelegt wird, ist bei dem eben angegebenen Verfahren gleich- 
gültig. Wählt man jedoch, wie oben geschehen, die umgekehrte Ordnung der 
Elemente, so ist es leicht, aus dem Ergebnisse des Verfahrens, nfimlich aus 
der Reihe von Dreiern, welche alle mit den 4^—1 Elementen a und b mög- 
lichen Zweier darstellt, eine solche gemischte Darstellung aller mit 4v — 3 
Elementen möglichen Zweier (Art. 5) abzuleiten, dafs die dabei vorkommende 
Reihe von Zweiern, r(zw.), eine einzige Periode mit sich selbst folgenden 
Elementen bildet. 

Scheidet man nämlich diejenigen Dreier aus^ in welchen die beiden 
höchsten Elemente b, b^y und 621—1 vorkommen, die also sämmtlich der Reihe 
{abb) angehören, so rühren dieselben von den Zweiern der Gruppen her, 
welche die genannten Elemente enthalten. Diese Zweier sind aber, wie aus 
(I.) (Art. 3) erhellt, wenn man dort r statt )U und 6^, 629 ••• statt 1, 2, ... 
schreibt, nach - der Ordnung der Gruppen : 

bipO^y.^ b^yb^y^^ ^lv^29-% *2r*2y-4 • • • *2y6jl ^y^l— I • • • 

^2^-1^1 ft2K-l*2r-2 ^2K-lft2r-3 • • • Ä2r-l*l+l *2y-I^a • • • 

. . f fhy^l ^2y^l 

• . • *2y— 1^3 ^2r-1^2» 

Demnach ist die Reihe r(zw.), wenn man der ersten Gruppe das Element Hj , 
der zweiten das Element o, zutheilt u. s. w. 

*1Ö2, fl2*2y-29 *2r-2«Sr «3 ft2y-S 9 *2r-3 «4 9 «4^2y-4l ••• 
... 9302^.29 ^».w^^2l *2^y— M ^y-l^l5 

also eine einzige Periode mit sich selbst folgenden Elementen. Hierbei ist 
noch zu bemerken, dafs a^ dasjenige Element ist, welches mit b^y und 62^-1 
einen Dreier bildet und folglich in r(zw.) nicht vorkommt. 

8. 

Zweiter Satz. Ist die Darstellung der Zweier durch Dreier bei 
A^ Elementen möglich, und läfst sich aus derselben eine solche gemischte 
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Darstellung der mit iV— 2 EleinenteD möglicheD Zweier ableiten, dafs 
die dabei vorkommende Reihe von Zweiern r(zw.) eine einzige Perio))e 
mit sich selbst folgenden £lementen bildet, so ist die Darstellang der 
Zweier durch Dreier auch bei SZV — 5 Elementen möglich. 
Beweis. Auch hier werden wir zuerst das zur fraglichen Dar- 
stellung führende Verfahren angeben und dann die Richtigkeit desselben er- 
weisen. 

Es seien ot|, a^, a,, ... ajv^-2 iV — 2 Elemente; die Reihen r(dr.) 
und r(zw.), aus welchen die abgeleitete und gemischte Darstellung der mit 
denselben möglichen Zweier besteht, bezeichne man nunmehr durch {aaa) 
und (cea); auch sei a^ das in (ace) fehlende Element und diese Reihe bilde 
die (aus A^— 3 Zweiern bestehende) Periode 

«i«»» «»«49 «4«51 ••• «J?-3«iV-29 «Jir-2«2« 

Nun seien ßi^ ß^^ ßz^ •• • /^iir*» A^— -3 andere Elemente ; man theile dieselben 
ihrer umgekehrten Ordnung nach den Zweiern der Periode zu; nämlich dem 
ersten Zweier das Element ß^^^ dem zweiten das Element ß^^^^ u. s. f. bis 
zum letzten Zweier, welcher mit ßi verbunden wird. Auf diese Weise erhält 
man eine Reihe von N — 3 Dreiern, welche durch {aaß) bezeichnet werde. 

Mit den Elementen ß, deren Anzahl =rA^— 3 und also gerade ist, 
bilde man nun mit Zugrundelegung der umgekehrten Ordnung, die iV — 2 
ungleichzShligen Gruppen nach der Regel fQr die zweite Forderung (Art. 4). 
Den Zweiern der ersten Gruppe, welche alle Elemente ß enthält, theile man 
das in {aa) fehlende Element a^ zu; denjenigen der zweiten das Element «2, 
denjenigen der dritten a,, u. s. f. Auf diese Weise verwandeln sich alle 
Zweier der Gruppen in Dreier, deren Complex man durch {aßß) bezeichne. 
Die drei Reihen {aaa\ (aaß) und (aßß) zusammengetnommen stellen alle 
mit den i\ — 2rj-iV— 3 = 2xV— 5 Elementen a und ß möglichen Zweier 
durch Dreier dar. 

Denn die mit je zwei Elementen a gebildeten Zweier werden, der 
Annahme zufolge, durch die Reihen (aaa) und (aa) dargestellt, sind also 
sAmmtlich theils in {aaa)^ theils in (aaß) neben den Elementen ß enthalten. 
Ferner werden die mit je zwei Elementen ß gebildeten Zweier durch die 
2V— 2 Gruppen dargestellt, befinden sich also sfimmtlich in {aßß) neben den 
Elementen a. Was endlich die aus einem Elemente« und aus einem Elemente /? 
bestehenden Zweier betriff), so ist a^, welches Element der ersten Gruppe 
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zQgetheilt worden, dadurch mit jedem Element ß verbunden. Von den Obrigea 
Elementen a ist leicht su zeigen, dafs sie in (aaß) und (aßß) zusammen- 
genommen ebenfalls neben jedem Elemente ß vorkommen. Denn in (aaß) oder 

«2«3/5iV-3^ «S«4/5iV-4^ «4«5/5iV-51 ••• ^N-^^N^^ßl'i ^N^^^ßl 

sind ces, «(3, a«, ... aj^., mit je zwei Elementen ß verbunden; nSmlich ihrer 
Ordnung nach mit den Paaren 

diese Reihe ist aber auch zugleich diejenige der characleristischen Zweier 
der Gruppen^ von der zweiten angefangen, wie aus (III.) folgt, wenn man 
darin^ A^— 3 statt 2^ und /9i, ß2^ ... statt 1, 2, ... setzt. Sie ist also auch 
ferner die Reihe der Elamentenpaare ß, mit welchen cej, 03, ... a^^ in (jißß) 
respective nicht verbunden sind. Hieraus erhellt, Ants jedes Element a in 
{aaß) und {aßß) zusammengenommen neben allen Elementen ß und zwar nur 
einmal vorkommt; woraus scbliefslich folgt, dafs alle mit den 2iV— 5 Elemen- 
ten a und ß möglichen Zweier in (aaa), {aaß) und {aßß) zusammengenommea 
und zwar nur einmal vorkommen müssen, w. z. b. w. 

Beispiele. Man setze Af = 7 und bezeichne die N—2 Elemente a 
durch 1, 2, 3, 4, 5. Scheidet man aus der Reihe 

123 145.167 246 257 347 356, 

welche die mit den Elementen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 möglichen Zweier durch 
Dreier darstellt (vergl. oben), die mit 6 und 7 verbundenen Dreier aus, so 
erhfilt man ffir {aaa) 

123 145 
und fflr (cea) 

24 25 34 35 oder 2443355 2, 
also eine einzige Periode mit sich selbst folgenden Elementen *)• Setzt man 
daher a^, a^, «3, a«, a^ respective gleich 1, 2,. 4, 3, 5 und bezeichnet die 
iV— 3 = 4 Elemente ß durch 6, 7, 8, 9, so erhält man fttr {aaß) 

249 438 357 52 6. 
Bildet man nun mit 6, 7, 8, 9 die 5 ungleichzähligen Gruppen, so sind diese 



*) Dafs dies der Fall sein roflsse, läfst sieb aus dem Zusätze zum ersten Satze a 
priori schiiefsen, wenn man das Verfahren bei der Herleitung der Reihe 

123 145 167 246 25.7 347 356 
berücksichtigt. 
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1110 119 


118 
10 9 


117 
108 


116 




9 7 10 6 


107 


folglich ist (ctßß) 


8 6 87 


76 


96 


9 8, 



197 287 476 396 598 

186. 

Es werden daher alle mit den 9 Elementen 1, 2, ... 9 möglichen Zweier 

bei lexicographischer Ordnung durch die Reihe von Dreiern 

123 179 278 369 

145 249 348 467 

168 256 357 589 
dargestellt. 

Settt man nun A''s=9 und bezeichnet die iV— 2 = 7 Elemente a 

durch 1^ 2, 3, 4, 5, 6, 7, 30 findet man aus der eben dargestellten Reihe, 

wenn man die mit 8 und 9 verbundenen Dreier ausscheidet^ ffir {aaa) 

123 145 256 357 467 
und fflr (aa) 

16 17 24 27 34 36 
oder 

16 63 34 42 27 71, 

als>o gleichfalls eine einzige Periode mit sich selbst folgenden Elementen. 
Setzt man daher a^, o,, er,, a^^ a^y Oq, a-, respective gleich 5, 1, 6, 3, 4, 
2, 7 und bezeichnet die iV~3=6 Elemente ß durch 8, 9, 10, 11, 12, 13, 
so kommt fDr (aaß) 

16 13 6 3 12 3 4 11 4 2 10 2 79 7 18. 
Bildet man ferner mit den Elementen ß die 7 ungleicfazfihligen Gruppen, so 
sind diese 

15 14 1513 15 12 15 11 1510 15 9 15 8 



13 9 


14 8 


1413 


1.412 


1411 1410 14 9 


1210 


12 9 


11 9 


13 8 


1312 1311 1310 


11 8 1110 


10 8 


10 9 


9 8 12 8 1211, 


folglich ist {aßß): 








513 9 113 9 


6119 


313 8 


41312 21311 71310 


51210 lllio 


6108 


3109 


4 9 8 212 8 71211 


611 8 
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und die Reihe von Dreiern, welche alle mit den 13 Elementen 1, 2, ... 13 
möglichen Zweier darstelit, iexicographiscb geordnet, ist: 

123 24 10 3411 467 51012 

145 256 357 489 68 10 

1 613 2 7 9 3 612 412 13 6 911 

17 8 2 812 3 813 5 811 71013 

1 912 21113 3 910 5 913 71112 
11011. 

9. 

Zusatz. Hat man nach dem eben angegebenen Verfahren aus der 
Reihe von Dreiern, welche die mit JV Elementen möglichen Zweier darstellt, 
diejenige in Bezug auf 2ZV — 5 Elemente hergeleitet, so kann man auch aus 
der letzteren eine solche gemischte Darstellung der mit 2iV — 7 Elementen 
möglichen Zweier ableiten, dafs die dabei vorkommende Reihe von Zweiern 
r(zw.) eine einzige Periode mit sich selbst folgenden Elementen bildet. 

Dieser Zweck wird erreicht, wenn man die beiden höchsten Elemente ß, 
ßßr^j und ßj^^^ zu den auszuscheidenden wählt. Diese Elemente kommen nur 
in den Reihen (aaß) und (ctßß) vor, und zwar in (aaß) nur in den Dreiern 
«2«3/5iv:-3 und (h^ißN-^* ^^ ölle mit ßy^^ und ß^^ verbundenen Dreier 
der Reihe {cißß) zu erhalten, gehe man auf die Tafel (II.) (Art. 4) zurflck, 
welche von jeder der mit 2fi Elementen gebildeten ungleichzdhligen Gruppen 
die mit den beiden höchsten Elementen (2ti) und (2/^—1) verbundenen Zweier 
ausdrOcklicb angiebt. Schreibt man in derselben A^ — 3 statt 2fi und /9i, ^29 ••• 
statt 1, 2, . . ., so sind die mit /?^_3 und ßfs^ verbundenen Zweier der 
Gruppen, nach der Ordnung dieser letzteren, 

ß^^ßi ßx^ßz (3*^ Gruppe fehlt) ßj^^.ß, ßj^^ßy^ 
ßßr^^ßs 

ßN^ßN-^ ßy-^ßy-^ • • • ßiv-^ßi Äir-sÄ-i • • • 

ßs^ßi ^iv-4/5iv-6 • • • ßif^ßx+i ßx-^ßx • • • 

• • • ßir^zß* ßifr^ßs 

. . . ßßr^ßs ßs^ß^* 

Theilt man hier den Zweiern der ersten Gruppe das Element «x, denjenigen 

der zweiten das Element a^ zu u. s. w«, so erhalt man, wenn man noch die 

beiden der Reihe {aaß) angehörigen Dreier iha^ßn^ und a^a^ßx^ beifflgt, 
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alle aassoscbeidenden Dreier; demnach ist die Reihe r(zw.): 

«2«3 «i/?a «2/?2 (fehlt) a^ßi (fehlt) a^ßj^^s (XißN^6 • • . 

• • • «iV^Z+iÄ «iv-z+a/?a-i • • • «jvr-3/34 «j\r-2Ä 

• • • «JV-i4^l/5l+l CCy^X-^^ßx . . • «j^-s/?6 «iV-2/94, 

welche auf folgende Welse geordnet 

Ä«i ^i/^i A«a OjOj Oaa« «4/?, ß^a^ «e/^Ar.s 

Äv-6^7 «7/?JV-a • • - /?2+i«Ar-2+i «iV-a+iÄ 

ßx^iy^i^7 cty^i^Ttßu-i • • • /^6«i^-3 «y-3Ä A«Ar-.2 ^N^ißi 

eine einzige Periode mit sich selbst folgenden Elementen bildet. 

Dritter Satz. Ist iV eine beliebige Zahl von der Form 611 -fl 
oder 6n-f 3, so lassen sich alle mit iV Elementen möglichen Zweier 
durch Dreier darstellen. 

Es ist bereits gezeigt worden, dafs der Satz ffir iVr=3, A=:7, A^=9 
gilt (Art. 6 und 8) , und dafgi in den beiden letzten FaUen die oben näher 
bezeichnete gemischte Darstellung fOr iV— 3, d. h. 5 und 7 Elemente möglich 
ist (Art. 7 und 9). 

Man kann daher sowohl im ersten Satz (Art 6) als im zweiten Satz 
(Art. 8) N=7 und iV=9 setzen, und es ergiebtsich dann durch jene Satze 
und die Zusätze (Art. 7 und 9), dafs der zu beweisende Satz, aufser fflr 
das schon erledigte A''=9, auch fflr iV=13, iV=15, iV=19, und mithin 
fflr alle Zahlen von der Form 611 -|-1 nnd 6it-f-3 bis zur Grenze 20=12.2—4 
gilt, nnd zugleich, dafs fflr alle diese Zahlen von N=:7 an, die früher bezeich- 
nete gemischte Darstellung in Beziehung auf N—2 Elemente möglich ist. 

Diese Ergebnisse lassen sich ohne Schwierigkeit von der Grenze 
12.2 — 4 bis zu jeder beliebigen höheren ausdehnen. In der That, gesetzt 
die Ausdehnung wäre so weit geschehen, dafs sie alle Zahlen N der ange- 
gebenen Formen bis zur Grenze 12. m — 4 umfafst, wobei m mindestens 
gleich 2 vorausgesetzt wird, so sind unter diesen Zahlen 

6m-f-l, 6m -f 3. 

44» 
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Wendet man auf dieselben die beiden Sfitze mit ihren Zusätzen an, so 
wird dadurch die Ausdehnung auf die vier Zahlen 

12m — 3, 12»! + 1, 12111 + 3, 12m-{-7, 

d. h. auf alle Zahlen der angegebenen Formen bis zur Grenze 

12m + 8 = 12(m + l)-4 
bewirkt. 

Hieraus folgt, dafs die obigen Ergebnisse, welche bis zur Grenze 
12.2^4 gelten, sich bis zur Grenze 12.3 — 4, hieraus, AeSs sie sich bis 
zur Grenze 12.4 — 4 ausdehnen lassen u. s w«; folglich gelten sie allgemein. 

Hiermit ist der dritte Salz für alle Zahlen JV der Formen 6114-I9 
6n 4- 3 bewiesen und zugleich gezeigt, dafs ffir alle diese Zahlen, von iV= 7 
an, die im zweiten Satze vorausgesetzte gemischte Darstellung in Beziehung 
auf iV -^ 2 Elemente möglich ist. 

Frankfurt a. M., im Herbst 1856. 



845 



lieber die Focalpimkte der Flachen zweiten Grades. 

(YoQ Herrn Hrilermann zu CoUenz.) 



lüdem ich mich, angeregt darch eine Aeufserong von Chasles (Aper9u 
bistoriqne etc. Note 31), mit der Frage beschäftigte, ob und in Welcher Weise 
der Satz, dafs bei der Ellipse die Samme ond bei der Hyperbel die Differenz 
der Brennstrahlen von constanter Gröfse ist, auf die FIfichen zweiten Grades 
auszudehnen sein möchte*), habe ich einige, so viel ich weifs, noch nicht 
bekannte Eigenschaften der letzteren aufgefunden, Vielehe mitzutheilen Ich mir 
erlaube, weil sie nicht nur fQr den genannten, sondern auch för die übrigen 
auf die Brennpunkte der Kegelschnitte sich beziehenden Satze die geMcQnschte 
Verallgemeinerung enthalten. 

§« 1- 

Um eine Flache zu bestimmen, welche mit dem EUipsoide 



r' 



confocal ist und durch einen Punkt m=^(xyz) desselben geht, setze man 

Nimmt man nun an, dafs a>>5>^c und lafst d^ alle Werthe von —oo bis 
-f-oo durchlaufen, so erkennt man, dafs dieser Gleichung aufser durch d=^0 
auch noch durch zwei andere reelle Werthe Genflge geschieht, und dafs, 
wenn diese Wurzeln mit d^ und dz bezeichnet werden, 

a>it>*>ai>c 
Setzt man nun zur Abkürzung 

80 sind 



*) Dafs dies schon durch Jaeobi (Band 12 dieses Journals) und Herrn Michael 
Roberts CUouviUes Journal, Band 10) in verschiedenem Sinne geschehen ist, was mir 
unbekannt geblieben war, bat bereits Herr Wcierätrass erwähnt, als derselbe die in vor- 
liegender Abhandlung entwickelten Satze der Akademie der Wissenschaften zu Berlin 
vorlegte (Honatsberidit der Akademie, April 1858). 
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-r* V» 9-* 



(8.). ^ + |r + i- = l, 

(2-). ^ + if + $=l 

die drei confocalen Fliehen, welche durch den Punkt m = (syz) gehen, und 
zwar ist (2.)i ein einschaltges und (2.)2 ein zweiscbaliges Hyperboloid. 
Aas der Gleichung (1.) ergiebt sich femer 

(3.) d^i-d^ = aH*H«'-(^+yH«')» 

(4.) J.V,' = aW(f;+|; + -^), 

C5.) (a*-A^)(a»-c»)a:' = («J— *?)(«i-«5)«" = (<^*-*l)(<^-«^)tf^ = ä't^i^, 
(5.). (A^-c'X* -«*)/ = (*J-«?)(*5-Äl)r' = (*?-H^)(*5-<^)/ = Ä'ftJ^, 
(5.)2 («»— a»)(c»-Ä')«* = (cj-<^)(c]— *J)«* =. (<^-<^)(c5-*5)«' == c»c5<;. 

$. 3. 
Die Ebenen, welche die confocalen Flächen (2.) in dem Paiikto 
m==(xyz) berfihren, sind 

(6.;i p-a^i+fyi + f*!» 1, 

a, V, CT, 

(6.), ^a., + X.;y.,^^«, ^ 1, 

ond sie sMhen auf einander senkrecht, denn es ist 



^« 



2^j.^L_ ^ 0, 



r* 4..»* 






rJajTftJjr . ^,^. 



wie sieb sogleich ergiebt, wenn man die Gleichungen (3.) paarweise von ein- 
ander subtrahirt. 

Ferner schneiden sich, wie asnerst Dupin erkannte, die Flächen (2.) 
gegenseitig in den Krflmmnngslinien, und die Berflhrangsebenen (6.) sind 
zugleich die Haaptnormalebenen der Fliehen (2*), 
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Bezeiehaet man die Punkte, wo die Axen der Fliehen (2.) von den 
Ebenen (6.) geschnitten werden, der Reihe nach mit p, pi^ p^'^ q, ^i, v^i 
r, Ti, Ta und den gemeinsamen Mittelponkt der Flächen mit O, so sind 

0/^1 = 4 "^ ^/^^ = 4 

die Stocke, welche durch die Ebenen (6.)i und (6.)2 &Qf der ar-Axe abge- 
schnitten werden. Durch Multiplication dieser und der entsprechenden Stflcke, 
welche auf den anderen Axen abgeschnitten werden, entsteht 

oder mit Berücksichtigung der Gleichungen (5.) 

yi.) Upi.Up2 = ^« , 

(7.). o,..o,. = "'-y-°\ 

In derselben Weise erhflit man fflr die Abschnitte, weiche durch die Haupt* 
normalebenen (6.) und (6.}2 des einschaligen Hyperboloides (20i auf ^^^ 
Axen bestimmt werden, die Gleichungen 

(8.) o,.o^= K->y->;) , 
(8.). Of.ot, = ";-'!w-':' , 

(8.), Or.Or. = iäll2l»ä=ö.; 

und drittens ist fQr die Stficke, welche durch die Hauptnormalebenen (6.) 
und (6.)i des sweischaligen Hyperboloides (2.)2 auf den Axen abgeschnitten 
werden, ebenso 

(9.) Op.Op, = "i-'y-'i' . 

(9.), oy.oy. = <*;-';»>;-;' . 

(90, Or.Or, = W—!'W-t;) . 

Diese Gleichungen zeigen, dafs die HäuptnormaUbenen, welche durch 
denselben Punkt einer Fläche zweiten Grades gelegt werden, auf den 
Axen Stücke abschneiden, deren Rechteck constant Ist. 
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Tragt man nnn das unvertaderlicbe geometrischo Mittel der Seiten die- 
ser Rechtecke auf den Axen der Flächen nach beiden Seiten ab, so erhalt 
man in jeder Axe einer FlBche zwei symmetrisch gegen den Mittelpunkt 
gelegene feste Punkte. Bezeichnet man diese Funkte fOr das Ellipsoid (2.)9 
so wie sie in den Axen 2a, 2b, 2e liegen, der Reihe nach mit a, a\ ß, ß', 
Y, y, so ist 

(10.) lw = W'=^'''^"'^f^'^^'. 

Werden fflr die beiden Hyperboloide (2.)x und (2»)2 die entsprechenden Punkte 
in entsprechender Weise bezeichnet, so ist auch 

(10.). }mi==ö^:==<^iizsim=^, 
(100» {oßi = öß!; = <**-^?y'-^'> , 



■ö^l = oy:^ l£lz:fl)i£lz:*L). 



Diese festen Punkte 



«, «'/ ßi ß^> 7> / 
«M «15 Ä5 Ä, yi9 /i 

«25 «25 A^ /^5 ^25 72 

mögen, da sie in wichtigen Eigenschaflen mit den Brennpunkten der Kegel- 
schnitte abereinstimmen, Focalpunkte der Flachen (2.) genannt werden. 

Nach den Gleichungen (10.) ist es klar, dafs die Focalpunkte in der 
grofsen und in der kleinen Axe. des Ellipsoides, nämlich a, a!, y, / reell 
und diejenigen der mittleren Axe ß, ß* imaginär sind. Das einschalige Hyper- 
boloid hat nur ein Paar reelle Focalpunkte, nämlich a^, a\ in der grofsen 
reellen Axe, wahrend die den anderen Axen angehörigen /?i, ßfi und 7^1, y\ 
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imagiafir sind. Das zweischalige Hyperboloid dagegen besitzt wieder zwei 
Paar reelle Focalpunkte, nSmlicb ^29. «4 und /^j^ /^ in der reellen und der klei- 
nen imaginfiren Axe, und nur die der grofsen imaginfiren Axe sind imaginSr. 
Verbindet man nun die Gleichungen (10.) mit denen unter (7.)) (8.) 
und (9.)) 80 erhalt man 

! 0/^1 . 0/I2 = "Ott' = O?", 
Or,.Or^ = '0^" = Öy\ 
!0p .Op2 = '(Jal = Öö^,\ 
Oq .Oq,=zWi = Wi\ 
Or.Or, = Wi=0/i\ 
{Op .Op, = '0^=r7}^\ 
Oq .Oq,='Oß\ = W2> 
Or .Or, = '0^l=:^Oy,\ 
Diese Gleichungen zeigen, dafs 
die veränderlichen Punkte pi und p^ gegen die Focalpunkte a und a!, 

- P - P2 " - 

- y - ^2 - 

^ r ^ r^ ^ ' 

- p ^ p^ ^ 

^ q ^ q, ^ ^ 

immer harmonisch liegen. Die Flächen zweiten Grades, welche einen Hittel- 
punkt haben, besitzen also folgende Eigenschaft: 

Legt man durch einen Punkt einer Fläche zweien Grades die beiden 
Hauptnormalebenen, so wird Jede Axe von diesen Ebenen in zwei 
Punkten geschmtten, welche gegen die Focalpunkte dieser Axe har^ 
manisch liegen. 

Denkt man sich nun durch eine Normale einer Fläche zweiten Grades 
noch zwei Ebenen gelegt, welche durch die derselben Axe angehörigen 
Focalpunkte gehen, so liegen auch diese gegen die Hauptebenen derselben 
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/^» 


y» - 


yJ 
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Normale harmonisch, und weil diese auch aofeioander senkrecht stehen, so 

folgt, da(s 

die Hauptnormalebenen eines Punktes die Winkel der Normalebenen, 
welche durch zwei Focalpunkte derselben Axe gehen, halbiren. 

§. 3. 

Fftllt man von den Focaipnnkten o,, a^ nnd dem Mitleiponkte des 
zweischaKgen Hyperboloides auf eine Hauptnormalebene desselben, etwa die 
Ebene (G.)? die Senkrechten 629 ^2 Qod §, so ist bekanntlich 

T ~ a* "^ A* "T" c* 
und 

bs = iil+i^^ESnilEfll.iil 



b'S — ^' ^(al-blH<-cl) .a' 

X «1 X 



Da aber nach (5.) 

n^l-bl)(al-cl) _ aa^ 



X 



so ist auch 



X * X X * 

XXX * 



Folglich ist 










6,.b',: 


r=a»- 


-ai:a» = 


oder 












b..b^r 


- T 


Nan ist aber nach 


(4.) 










rf/4?r 


— a'ÄV, 


mitbin 










(12.) 


Äj.^ 


ft*c« 



Denkt man sich nun, dafs die Hauptnormalebene (6.) an der KrAmmungs- 
Knie, in welcher das Hyperboloid (2.)2 von dem Ellipsoide (3.) geschnitten 
wird, sich entlang bewegt, so ändern sich die Senkrechten 63 und 629 ^ber 
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ihr Prodact bleibt nach der vorstehenden Gleichung unverfinderlich, da nicht 
nur 6^c^ sondern auch d^=za^ — i^ denselben Werth beibehält. 

Diese Eigenschaft ist aber nicht beschränkt auf die Focalpunkte a^ und 

a^ und die Hauptnormalebene (2.) des zweischaligen Hyperboloides, sondern 

Ififst sich in derselben Weise von allen reellen Focalpunkten einer Fläche 

zweiten Grades und ihren Haupinormalebenen beweisen, so dafs allgemein 

das Product der Entfernungen einer Hauptnormalebene einer Fläche 

zweiten Grades von den Focalpunkten dieser Fläche unveränderlich 

bleibt, wenn jene Ebene sich an einer KrümmungsUme dieser Fläche 

entlang bewegt. 

Schneidet man auf der kleinen (imaginären) Axe eines Kegelschnittes 
Stücke gleich der Excentricität ab, so ist bekanntlich die Summe der Quadrate 
der Entfernungen dieser Punkte von einer Tangente des Kegelschnittes con- 
Stent. Auch diese Eigenschaft findet sich *bei den KrOmmnngslinien der 
Flächen zweiten Grades wieder. Bestimmt man z. B. zu den imaginären Focal- 
punkten ^2 9 ^2 9 welche der gröfseren imaginären Axe des zweischaligen Hy- 
perboloides (2,)2 angehören, in derselben Axe die Punkte fh und /i^ so, dafs 

und fällt von den Punkten (Jh und ^ auf die Ebene (2.) die Senkrechten k^ 
und ^2, so ist zunächst 

n,..s „ Ly/ "i-j)W-»;) 

Dazu ist aller nach (5.)} 



s» 



/ 



ic\-a\)(e\-b\) ^ cV-c* 
— c! z 



'» 



folglich 

and 

— |i— = 3-p »TT- 

BenuUt man nnn wieder die Gleichung (4.)i so entsteht 

(13.) ^, + Ai* = 2^, 

45* 
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woraus sich die oben angefahrte Eigenschaft der Punkte /I2 und ji4 ergiebt. 
ZagleicL ist aas der Herleitong siebtbar, dafs sich diese Eigenschaft ebenso fflr 
die anderen imaginfiren Foltalpunkte ß, (¥, ßi^ ßfi und y^^ /i entwickeln läfst. 

§.4, 
Um nun eine Eigenschaft der Flächen zweiten Grades so finden, welche 
dem allbekannten Satze von der Summe und Differenz . der Brennstrablen eines 
Kegelschnittes analog ist^ verbinden wir einen beliebigen Punkt m^=^{xy%)^ 
in welchem sich die FIfichen (2.) schneiden, mit einem der Focalpunkte, etwa 
mit a. Es ist dann 

dazu ist offenbar, dafs die Gleichung des Eliipsoides (2.) allein nicht genflgt, 
um die drei Coordinaten des Punktes m durch eine auszudrücken, sondern 
zwei, z. B. die des Eliipsoides und die des einschaligen Hyperboloides , dazu 
erforderlich sind. Aus den Gleichungen 



folgt zunfichst 






und dann durch Verbindung 

Setzt man nun hier noch 61 = 6^— <ft' und ^^ = i? — dl^ so erhalt man 

Dazu ist 

folglich 



o« ' 
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Beachtet man nun noch, dafs nach Gleichung (5.) 



so erhält man 

(14.) ^ = (a, + a,)H-^- 

Um far diese Gleichung einen geometrischen Ausdruck zu erhalten, 
denke man sich die Kugel 

(150 (.i y^'--J'--'-} )'+f + .' ^ ■^. 

weiche um den Focalpunkt a mit dem Halbmesser — beschrieben ist, und 
ziehe von dem Punkte m an diese die BerOhrende mf. Es ist nun 

folglich 



—p 2 bV 

mf = ma r-. 



(16.) mf=: a^ + Oi. 
Wenn man nun die um einen der Focalpunkle a oder a' mit dem 
Halbmesser — beschriebene Kugel (15.) Focalkugel des Ellipsoides (2.) und 
die Ton einem Punkte dieser Fläche an die Focalkugel gezogene Tangente 
Focalstrahl nennt, so ist nach der vorstehenden Gleichung 

der Foealstrahl mnes Punktes m eines Ellipsoides gleich der Summe 
oder Differenz der durch den zugehörigen Focalpunkt gehenden 
Halbaxen der Hyperboloide^ welche mit dem Ellipsoide confocat sind 
und denselben Punkt m enthalten. 

Der Focalstrahl mf ist gleich Null, d. h. der Punkt m liegt in der 
KugelBäche (15.)) wenn 

oder rfi = i^j. 

Nun sind aber bekanntlich die beiden Wurzeln der Gleichung (1.) zu- 
gleich die Halbaxen des Diametralschnittes des Ellipsoides (2.)^ welcher parallel 
der BerQhrungsebene des Punktes m ist; wenn nun die Halbaxen jenes 
Schnittes gleich sind, so ist er, mithin auch jeder parallele, ein Kreis und der 
Punkt m selbst einer der vier Kreispunkte des Ellipsoides.. 
Hieraus geht hervor, dafs 
die Fläche eines Ellipsoides von Jeder zur grofsen Axe gehörigen 
Focalkugel in zwei symmetrisch gegen diese Axe gelegenen Kreis^ 
punkten berührt wird, 
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und dafs 

die Normalen der Kreispunkte eines Etlipsoides sich in den Focat- 
punkten der grofsen Axe schneiden. 

§. 5. 
Verbiodet man den Punkt auch noch mit einem der kleinen Axe des 
Ellipsoides angehörigen Focälpunkte, etwa mit y, so ist zunächst 

und hieraus findet sich durch Umformungen, welche mit denen des vorher- 
gehenden Paragraphen ganz flbereinstimmen, 

Nun ist aber Ci und c,, also auch c^ + Cs imaginär, mithin in reellen Groben 

(17.) ^ = f!*l_(y=^+yi:^)^ 

Beschreibt man also um den Focalpunkt / mit dem Halbmesser — die Kugel 



(18.) a.^+^^ + (^±V<--'-->'-^')y= ^, 



c / c 

so liegt der Punkt m, mithin das Ellipsoid, innerhalb derselben, und es tritt 
an die Stelle der BerQhrenden, welche oben an die zur grofsen Axe gehörige 
Focalkugel gelegt wurde, hier ejne kleinste Halbsehne des Punktes m. Be- 
zeichnet man diese mit i/i^^ so ist 

— T2 a«&* — 2 
mh = —i my, 

folglich 

(19.) mh = y—€i±^—c\. 

Wenn man nun auch der Kugel (18.) und der kleinsten Halbsehne derselben 
die Namen Focalkugel und zugehörigen FocaMrahl giebt, so ist nach (19.) 
der Focahtrahl eines Punktes m eines Ellipsoides, wflcAer zu einer 
äufseren Focalkugel gehört, gleich der Summe oder Differenz der 
durch den zugehörigen Focalpunkt gehenden Halbaxen der Hgper^ 
boloide, welche mit dem Ellipsoide confocal sind und den Punkt m 
enthalten. 

Auch der Werlh des zu der äufseren Focalkugel (18.) gehörigen 
Focalstrahles mh wird nach (19.) Null, wenn 
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oder 

Mithin wird die Fläche eines EUipsoides auch von jeder zur kleinen 
Axe gehörigen äufseren Focalkugel in zwei symmetrisch gegen diese 
Axe gelegenen Kreispunkten berührt, 



und 



die Normalen der Kreispunkte eines EUipsoides schneiden sich auch 
in den Focalpunkten der kleinen Axe. 



§. 6. 
Die Linie, welche den Pankt m des zweischaligen Hyperboloides {jt.\ 
mit einem Focalpnnkte dieser Flfiche z. B. a^ verbindet, ist dargestellt durch 
die Gleichung 

Eioe fibniicbe Umformang, wie im §. 4, zeigt auch hier, dafs 

(80.) lü^, = (a + a,)'+il^. 

b e 
Wird nun um den Focalpunkt Oj mit dem Halbmesser ^-^ die Kugel 

(210 (s±^^^SllzM?lz<Ly^f^e = *^ 

beschrieben und von dem Punkte m an ^iese eine BerQhrende m^ gezogen, 
so ist • 

folglich 

(22.) m/i = a±ai. 

In Uebereinstimmung mit der oben eingefQhrlen Benennung ist die 
Kugel (21.) eine zur rollen Axe des zweischaligen Hyperboloides gehörige 
Focalkugel, die Tangente m^ der zugehörige Focalstrahl, folglich nach der 
vorstehenden Gleichung 

der Focalstrahl eines Punktes m eines zweischaligen Hyperboloides, 
welcher zu einer Focalkugel der reellen Axe gehört, gleich der 
Summe oder der Differenz der durch den zugehörigen Focalpunkt 
gehenden Halbaxen der beiden Flächen, welche mit dem Hyperboloide 
confocal sind und denselben Punkt m enthalten. 
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Aach hier wird der Werth des Focalstrahles vnfi oar dann NaII, wenn 

« = «1^ 
oder wenn der Punkt m einer der Kreispnnkte des zweischaHgep Hyper- 
boloides ist. Mithin wird auch das zweischalige Hyperboloid von Jeder 
zur reellen Axe gehörigen Focalkugel in zwei sgmmelriech gegen diese 
Axe gelegenen Kreispunkten berührt. 

Hieraus folgt auch, dafs diese Kugeln innerhalb des Hyperboloides 
liegen, und die Normalen der Kreispunkte sich in den Focalpunkfen der 
reellen Axe schneiden. 

§7. 
Ebenso ist auch die Linie, welche den Punlit m mit einem der kieiqen 
imaginfiren Axe des zweiscbaligen Hyperboloides angehörigen Focaipnnbte, 
etwa ßi^ verbindet, bestimmt durch die Gleichung 

s;^ = x-+(y±y ";-';y:-°=' )'+»%' 

und die Summe der drei Quadrate auf der rechten Seite Ififst sich durch die 
schon wiederholt angewandten Umformungen in die Summe zweier Quadrate, 
von denen das eine constant ist, flberfQbren. Dadurch entsteht: 

(23.) ^=(6 + *,)^+^. 

Beschreibt man nun wieder um den Focalpunkt ß2 mit dem Halbmesser 
die Kugel 

(24.) ^Hr± r'-''f'~°^y +'' = '^' 

und zieht von dem Punkte m an diese eine Berfihrende oi^,, so ist 



a^c. 






;3 



mg2 = fii/?2 



folglich 

(25.) mg^ = b±b^. 

Die Kugel (24.) ist nach der eingeführten Benennung eine zur kleinen 
imaginären Axe gehörige Focalkugel des zweiscbaligen Hyperboloides und die 
Berflbrende m^, der zugehörige Focalstrahl. Nach der letzten Gleichung ist 
auch hier 

der Focalstrahl eines Punktes m eines zweischaligen Hyperboloides, 
welcher zu einer Focalkugel der kleinen imaginären Axe gehört. 



UeilcrmanHß über Focalpunkte. 357 

ffliich der Sumtne oder Diffifrenz der durch den zugehörigen Foeat^ 
punkt gehenden Ualbaxen der beiden Flächen, welche mit dem Hjf^ 
perboloide confokal sind und deneelben Punkt m enthalten. 
Der Focalstrahl mff2 wird nar dann Null, wenn 

oder wenn der Punkt m, einer der Kreispnnkte des zweischaligen Hyper- 
boloides ist. Hieraus folgt, dafs auch 

das zweischalige Hyperboloid von jeder zur kleinen imaginären Axe 
gehörigen Focalkugel in zwei symmetrisch gegen diese Axe gelegenen 
Kreispunkten berührt wird, 
und dafs 

die Normalen der Kreispunkte eines zweischaligen Hyperboloides 
auch durch die Focalpunkte der kleinen imaginären Axe gehen. 

§.'8. 

Die Eigenschaften der FocaJpnnkte, weicht die vier vorhergehenden 
Paragraphen enthalten, gestatten diese Punkte noch in anderer Weise, als in 
§. 2 geschehen ist, und zugleich die Focalkugeln geometrisch su definiren. 

Focalpunkte einer Fläche zweiten Grades sind die Punkte, in 
welchen sich die Normalen der Kreispunkte schneiden. 

Focalkugeln einer Fläche zweiten Grades sind diejenigen, welche 
die Fläche in zwei symmetrisch gegen eine Axe gelegenen Kreispunkten 
berühren. 

Hiernach giebt es fQr das Ellipsoid und das zweischalige Hyperboloid 
zwei Paar Focalpunkte, und diese sind die Ecken einer Raute, deren Seiten 
die Normalen der Kreispunkte dieser Flfichen sind. Ebenso hat jede dieser 
FIfichen zwei Paar Focalkugeln, deren Mittelpunkte die Ecken jener Raute 
sind, und jede Kugel des einen Paares wird von beiden Kugeln des anderen 
Paares berflhrt. Die Focalkugeln des Hyperboloides liegen aufser einander, 
berflbren sich also von aufsen; die Focalkugeln des Ellipsoides liegen in ein- 
ander, berühren sich also von innen. 

§.'9. 
Ffir das einschalige Hyperboloid sind bekanntlich die Kreispunkte im»«- 
ginfir, mitbin auch die Focalkugeln, welche in diesen Punkten die Fliehe be- 
rühren, und die Normalen der Flfichen, welche durch diese Punkte gehen. 
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Nor zwei Schnittpankte dieser imaginären Normalen sind reell, nfimlich die 
Focaipunkte der grofsen reellen Axe des einscbaligen Hyperboloides. Da der 
Halbmesser der zugebörigen Focalkogel (die vierte Proportionale zu den drei 
Halbaxen der Fläcbe) imaginfir ist, so kann bier das Quadrat eines Focal- 
strables nach Analogie der anderen FIficben, ivelcbe reelle Focalkugeln be- 
sitzen, nur dargestellt werden als Differenz zweier Quadrate, deren Subtrabend 
constant ist. In der Tbat erbalt man für die Linie, welcbe einen Punkt m 
des einschaligen Hyperboloides (20i mit dem einen reellen Focaipunkte o^ 
verbindet, aus der Gleichung 

darcb einige Umformungen 

(26.) ^=(a + «,)»-j.iI^, 

worin das Glied -V- offenbar negativ ist. Um doch auch bier die Gröfse 
a±a2 geometrisch darzustellen, errichte man in a^ auf mai irgend eine Senk- 
rechte ftifi^-^y—ci und ziehe mfii dann ist 

1 I 

folglich * 

(27.) mf^ = a±ek. 

Wenn nun der Kürze wegen auph diese Linie mfi Focalstrahl des Punktes 
m des einscbaligen Hyperboloides (2.)i genannt wird, so läfst sich das f&r 
die Focalstrahlen gflitige Gesetz im Allgemeinen folgendermafsen ausdrücken: 

Jeder Focalstrahl eines Punktes einer Fläche zweien Grades ist 
ffleich der Summe oder Di^erenz der zugehörigen Halbaxen der 
Flächen, welche mit der ersten confocal sind und den Punkt, ron 
welchem der Focalstrahl gezogen wurde, enthalten. 

Hieraus folgt weiter, dafs, 

wenn durch die Punkte einer Krümmungslinie, in welcher zwei con- 
focale Flächen zweiten Grades sich schneiden, eine Schaar von 
eonfocalen Flächen gelegt wird, die auf der Krümmungslinie senk» 
recht stehen, die Focalstrahlen der letzten Flächen für die Punkte, 
wo sie von der Krümmungslinie getroffen werden , diesMe Länge 
halben. 
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§. 10. 
Die Polare des Focalpanktes a der grofseo Axe des Eilipsoides ip 
Bezug auf die Fläclie des einscbaligen Hyperboloides ist die Ebene 

(28.) X = y(«._4tj(a._e.) ' 

Fällt man von einem beliebigen Pankte m = (xyz) der KrQmmungslinie, in 
welcher die genannten Flüchen sich schneiden, eine Senkrechte mu auf diese 
Ebene, so ist 

flOj 

und zwar ist der absolute Werth von x positiv, wenn die Punkte m und a 
auf verschiedenen Seiten der y« -Ebene, negativ, wenn sie auf derselben 
Seite liegen. Aus dieser Gleichung folgt 



mu = 



^(^^±^M-nä^-<^)). 



und wenn man wieder die Gleichung (5.) anwendet, 

(290 mu = ^^' (rr,±ffs] 

Nun ist aber nach (16.) der Focalstrahl 

und auch hier unter denselben Bedingungen, wie oben,, das Zeichen -f oder 
— zu wfihlen, folglich 

Nennt man nun wegen der in dieser Gleichung ausgedrflckten Beziehung die 
Ebene (28.) die zum Foealpunkte a oder zu dem Focalstrahl an die Focal- 
kugel um a gehörige Directrix der Krflmmungslinie, in welcher sich die 

Flfichen (2.) und {2.\ schneiden, und den Quotienten y^E^^H^, d. i. 

den Abstand der Foealpunkte a und a!, gemessen dnrch die Axe 2ai des ein- 
schaligen Hyperboloides, die ExeentricUdt der Krflmmungslinie, so erhalt man 
fQr den in der vorstehenden Gleichung enthaltenen Satz folgenden Ausdruck : 
Zieht man von einem Punkte einer Krümtnungelinie, in welcher ein 
Ellipeoid von einem confbcalen Hyperboloide geschnitten wird, an eine 
innere Foealkugel des Ellipsoides einen Focalstrahl und eine Senk- 
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rechte auf die zugehörige Directrix, so stehen diese Linien in einem 
Constanten Verhältnisse, dessen Exponent die Excentridtät der 
Krümmungslinie ist. 

Ebenso ist die Polare des Focalpnnktes a^ in der grofsen reellen Axe 
des einschaligen Hyperboloides in Bezug auf die Flüche des confocalen EI- 
lipsoides die Ebene 

ond eine Senkrechte mu^ yom Punkte m = (jcyz)^ welcher in der Schnitt- 
corve beider FIfichen liegt, ist 

wo wieder das Zeichen -f m nehmen ist, wenn die Punkte m und Oi auf 
Terschiedenen Seiten der y^-Ebene, dagegea das Zeichen — gilt, wenn sie 
auf derselben Seite liegen. Eben so, wie yorber, ergiebt sich 

(32.) mu, = . ^' (fl±g2)f 

und folglich ist nach Gleichung (27.) 

(331 g^^ V(^?-^?)(a?^^ _ y(a'-ft')(a'~e>) 
^ ^ »*Wi aa^ aa^ ^ 

wodurch fflr die Krflmmungslinie, In welcher sich das EUipsoid und das confocale 
einschalige Hyperboloid schneiden, hinsichtlich des Focalpnnktes a^ des Hyper- 
boloides und der zugehörigen Directrix dieselbe Eigenschaft nachgewiesen ist, 
welche oben in Bezug auf den Focalpnnkt a des Ellipsoides und die zuge- 
hörige Directrix ausgesprochen wurde. 

Diese Beziehung ist aber natflrlich nicht beschrankt auf eine einzige 
Art von Krflmmungslinien noch auf die Focalpunkte a und a^, sondern findet 
ganz allgemein statt, doch glaube ich die specielle Herleitung derselben fOr 
die flbrigen Fälle dem Leser flberlassen zu dilrfen. 

Wenn wir auch die oben eingefflhrten Benennungen „Directrix^ und 
j^Excentricitaf' allgemein anwenden, so ist diese Eigenschaft folgende: 

Der Focalstrahl eines Punktes steht, so lange der Punkt in der-- 
selben Krümmungslinie bleibt, zu dem Abstände desselben von der 
zugehörigen Directrix in einem constanten Verhältniese, dessen Ex-- 
ponent die Excentriciiäi der Krümmungslinie ist. 



Heilermann, über Poealpunkte. 361 

$. 11. 

Zieht man von einem Pankte des Ellipsoides an beide snr grofsen 
Axe gehörige Focalkogeln des Ellipsoides, welche die Gleichung (15.) dar- 
stellt, die Focalstrahlen nrf' und mf, so ist nach (16.) 

nrf* = «1 + 02, 
folglich 

(34.) mf^mf == 2a., 

(34.), mf—mf = ±20,. 
Ebenso ist fflr die zu den fiufseren Focalkugeln (18.) gehörigen Focalstrahlen 
des Ellipsoides nach (19), wenn der eine mit ink und der andere mit tnh' 

bezeichnet wird, 

mh = 1^— c5±|/— cj. 



folglich 



mk' = ,^_i^+,^_cj, 
(35.) wÄ + niÄ' = 2»^^=^, 



(35.), mh—mh' = ±2]/~«J. 

Desgleichen ist fOr die za den inneren Focalkngeln (21.) gehörigen Focal- 
strahlen des zweischaligen Hyperboloides nach (22.), wenn dieselben mit mfi 
and n^i bezeichnet werden, 

mf! = « + «1, 
folglich 

(36.) mf^^mfi = 2«, 

(36.), mf^-mfi = ±2«,. 

Fflr die zo den finfseren Focalkngeln (24.) des zweischaligen Hyperboloides 
gehörigen Focalstrahlen, welche mit 111^2 und m^ bezeichnet seien, ist eben- 
falls nach (25.) 

folglich 

(37.) »1^2 +OT/, == ^b, 

(37.), »^,— m/t = ±2»,. 
Endllofa ist auch nach (27.) fftr die beiden Focalstrahlen des einsohaligen 
Hyperboloides, welche Ton einem Punkte m dieser Fliehe gezogen sind, 
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wenn man sie mit mfi und mfi bezeichnet, 

^nfi — «±02, 

^fi = Ä + 02, 
folglich (38,) fnf^-\-mfl = 2a, 

(380i Hi — ^fl = ±202- 
Wenn also ein Punkt in der KrQmmungslinie sich bewegt, in welcher 
sich die Flächen eines Ellipsoides und eines confocalen zweischaligen Hyper- 
boloides schneiden, so ist fQr denselben: 

1) Me Differenz der zu den inneren Focalkugeln des Ellipsoides 
gehörigen Focalstrahlen constant und gleich der reellen Axe des 
Hyperboloides, 

2) die Summe der zu den üufseren Focalkugeln des Ellipsoides 
gehörigen Focalstrahlen constant und gleich der grofsen imaginären 
Axe des Hgperboloides, 

3) die Summe der zu den inneren Focalkugeln des Hgper^ 
holoides gehörigen Focalstrahlen constant und gleich der grofsen 
Axe des Ellipsoides, 

4) die Summe der zu den äufseren Focalkugeln des Hgper^ 
boMdes gehörigen Focalstrahlen constant und gleich der mittleren 
Axe des Ellipsoides. 

Bewegt sich zweitens ein Punkt in der Krämmungslinie , welche die 
Schnittcurve e|nes Ellipsoides und eines einschaligen Hyperboloides ist, so 
ist fflr denselben: 

1) die Summe der zu den inneren Focalkugeln des Ellipsoides 
gehörigen Focalstrahlen constant und gleich der grofsen reellen Axe 
des Hyperboloides, 

2) die Differenz der zu den äufseren Focalkugeln des El^ 
lipsoides gehörigen Focalstrahlen constant und gleich der imaginären 
Axe des Hyperboloides, 

3) die Summe der Focalstrahlen des einschaligen Hyperboloides 
constant und gleich der grofsen Axe des Ellipsoides. 

Wenn drittens ein Punkt in der Krfiromungslinie, welche die Schnitt* 

curve zweier confocalen Hyperboloide ist, sich bewegt, so ist fQr denselben: 

1) ^e Differenz der zu den inneren Focalkugeln des zwei-- 

schaUgen Hyperboloides gehörigen Focalstrahlen constant und gleich 

der grofsen reellen Axe des einschätzten, 
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2) die Differenz der zu den dufseren Focalkugeln des zum-- 
schaligen Hyperboloides gehörigen Foealstrahlen constant und gleich 
der kleinen reellen Axe des einschaligen, 

• 3) die Diff^erenz der Foealstrahlen des einschaligtn Hgper-- 
boloides constant und gleich der reellen Axe des zweischaligen. 
Za denselben Resultaten kann man anch durch Anwendung der all* 
gemeinen in §.10 entwickelten Eigenscliaft der Foealstrahlen gelangen. 

§. 12. 

Zieht man von dem Punkte m, in welchem die Schnittcurven der 
FIfichen (2.) sich schneiden, an die Focalkugeln, deren Mittelpunkte in der 
:r-Axe liegen, die drei Paar Foealstrahlen, welche möglich sind, nfimlich taf 
nnd mf*, mfi und lii/*/, m/*, und mfi^ und wfihlt die Bezeichnung so, dafs 

mf:>mf', mf^>mfl, mf^^vifl, 

so ist nach den Gleichungen (I6O9 (22.) und (27.) 

mf' = a^ — a2, »^' = «—«2, mfi = a—at. 
Folglich ist 

(39.) mfi — mf=:mfi^ ^f2 — fnf^ = 9r^\ nif^^ntf^^mf!^ 
(39.)i mfl = mr + mfi. 
ledes dieser drei Paare besteht aus einem gröfseren und einem kleineren 
FocaIstrahle*und diese stehen in dem Zusammenhange, dafs die Differenz 
zweier gröfseren gleich ist dem kleineren des dritten Paares, und der 
defn einschaligen Ügperboloide ungehörige kleinere Focalstrahl gleich 
der Summe der anderen. 

Da eine KrQmmungslinie zweien Flächen angehört, so giebt es für jede 
solche Curve in jeder Axe zwei Paar (reelle oder imaginfire) Focalpunkte 
und zu jedem Focalpunkt eine zugehörige Directrix, also im Ganzen sechs 
Paar Focalpunkte und eben so viele Directrix- Ebenen. So gehören z.B. 
SU der KrOmmungsIinie, in welcher sich die FIfichen des EUipsoides (2.) und 
des confocalen einscbaligen Hyperboloides (2.)i schneiden, die Focalpunkte a 
nnd a', «i und a\ so wie die vier Directrix- Ebenen 

X s=z + ' ond X = + — L— — — • 

Zwei von diesen Ebenen, welche nicht zu demselben Paare gehören, haben 
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die Entfernoiig 

wo das Zeichen -f oder — 2q nehmen ist, je nachdem der Mittelponkt 
zwischen diesen Ebenen liegt oder nicht. 

Nun bedeutet aber nach (22.) a±ai die Focalstrahlen , welche von 
einem Pnnkte der Krflmmungslinie, in welcher d9s Ellipsoid von dem ein* 
schaligen Hyperboloide geschnitten wird, an die Focalkngeln des confocalen 
zweischaligen Hyperboloides gezogen sind; folglich ist 



(40.) 



In demselben Zusammenhange stehen die Foealstrahlen des Eliipsoides und des 
einschaligen Hyperboloides mit den gegenseitigen Abständen der Directrix- 
Ebenen der Krflmmungslinien, welche auf diesen Flfichen normal stehen, und 
es haben allgemein die zu einem Paar Foca/punkten gehörigen Focal^ 
strahlen einer Schaar von Flächen zweiten Grades für die Punkte, in 
welchen sie von einer Krümmungslinie einer confocalen Fläche getro/fen 
werden, zu den beiden Entfernungen der zusoinmengehörenden Directrix^ 
Ebenen dieser Krümtnungslime ein constantes Verhältnifs, dessen Ex^- 
ponent der redproke Werth der Excentricitäl der Krümmungslinie ist. 



Die Ausdehnung der yorstebenden Untersuchungen auf die Paraboloide 
ist leicht und kann deshalb dem Leser fiberlassen bleiben, auch lassen sich 
die Eigenschaften dieser Flfichen ohne Weiteres nach der Analogie der Flächen, 
welche einen Mittelpunkt haben, angeben. 

Es verdient noch besonders hervorgehoben zu werden, dafs nach den 
hier mitgetbeilten Sätzen je zwei sich schneidende Krflmmungslinien einer 
Fläche zweiten Grades in Beziehung auf drei Paar in den Axen symmetrisch 
gegen den Hittelpunkt gelegener (reeller oder imaginärer) Punkte sich ganz 
ähnlich verhalten, wie zwei sich schneidende confocale Kegelschnitte in Be* 
zug auf ihre gemeinschaftlichen Brennpunkte. 

Coblenz, im November 1858. 
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Beitrag zu den Sfttzen aber die einen Kegelschnitt 
doppelt beruhreoden Kreise. 

(Von Herrn Heilermann zn Coblenz.) 



Wird eine Fläche zweiten Grades darch die Ebene geschnitten , in 
welcher die Kreisponkte derselben liegen, so werden die Focalkngeln in 
Kreisen geschnitten, welche die Schnittcarve der FIficbe in zwei symmetrisch 
gegen die eine oder andere Axe gelegenen Punkten berflhren. Aas den 
Eigenschaften der Focalkngeln, welche ich in dem vorhergehenden Aufsätze 
mitgetheilt habe, ergeben sich, vermöge der obigen Betrachtung, eine Reihe 
von Sätzen Ober die einen Kegelschnitt doppelt berflhrenden Kreise, die sich 
auch leicht unmittelbar herleiten lassen. Indefs sind von Herrn Steiner, wel- 
cher von einer elementaren Aufgabe ausgehend die einen Kegelschnitt doppelt 
beräbrenden Kreise mit der ihm eigenen unerreichbaren Klarheit zum Gegen- 
stand der Untersuchung gemacht hat, die meisten hierher gehörigen Eigen- 
schaften schon mitgetheilt worden (Bd. 37 und 45 dieses Journals). Ich werde 
mich daher so viel als möglich darauf beschränken, diejenigen hervorzuheben, 
welche von Herrn Steiner nicht angefahrt sind. 

§. 1. 

Wird in der grorsen Axe 2a der Ellipse 

(1.) ^+^ = 1 

ein Punkt a so bestimmt, dafs seine Entfernung vom Mittelpunkte O oder 



(2.) Oa = V(«'-^')(^'-*:) 



bk 
ist, und um diesen Punkt a mit dem Halbmesser — der Kreis 



(3.) (ar- l/(a'-^')(a'-*')y^y. 



beschrieben, so hat dieser mit der Ellipse (1.} zwei symmetrisch gegen die 

grofse Axe gelegene Punkte (a^iXi) und (0^2X2) gemeinsam, und die Coordi- 
naten derselben sind: 
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Die Geraden, welche die Ellipse (1.) in diesen Punkten berflbren, sind 

und sie berühren gleichzeitig auch den Kreis (3.) in denselben Punkten, ilfj/- 
hin wird auch die Eilipse (iJ) von dem Kreise (3.) in zwei symmetrisch 
gegen die grofse Äxe gelegenen Punkten berührt. 

Die Gerade 

(6.) 0. = «/^, 

in welcher die beiden BerQhrungspankte liegen, ist die Polare des Mittelpunk- 
tes a in Bezug auf den Kegelschnitt 

welcher mit der Ellipse (1.) confocal ist und auch durch die Punkte (4.) geht. 

Wenn K^'^a\ so ist der Kreis (3.) so wie die Geraden (5.) und 
(6.) und der Kegelschnitt (7.) imaginär ; wenn A^ = a\ so fällt der Punkt a 
in den Mittelpunkt O, der Kreis (3.) geht durch die Scheitel der kleineren 
Axe nnd berührt in diesen Punkten die Ellipse (lOi und die Gerade (6.) 
so wie der Kegelschnitt (7.) fallen in die Gerade, welche durch diese Scheitel 
geht; wenn (^>If^>V^, so sind die oben erwähnten Punkte und Geraden 
alle reell, und der Kegelschnitt (7.) ist eine Hyperbel; wenn l^=zb\ so 
fallen die BerQhrungspunkte (4.) in einem Scheitel der grofisen Axe der El-, 
lipse und die Geraden (5.) und (6.) in der Tangente dieses Scheitels zu- 
sammen, der Kreis (3.) ist der Krämmungskreis für diesen Scheitel, und die 
Hyperbel (7.) geht in die zugehörige Axe aber; wenn A^<C(% so sind die 
Berührungspunkte (4.) und die Geraden (5.) imaginär, die Gerade (6.) je- 
doch bleibt reell als Polare des Punktes a in Bezug auf den Kegelschnitt (7.), 
welcher dann eine Ellipse ist; wenn endlich f^ = 0^ so fällt dieser Kegel- 
schnitt mit der Ellipse (1.) zusammen, der Kreis (3.) geht in einen Brenn- 
punkt und die Polare (6.) in die zugehörige Direclrix derselben über. 
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§.2. 
Verbindet man einen beliebigen Punkt m = (xy) der Ellipse (1.) mit 
dem Mittelponkte «^ so ist 



— . _ (^,r(a'-o(«'-*')y^^ 



ar»-2-^/(a»-yXa'-^)+ ^^'~y~*'^ +y--|^a?^ 



= ^^ar'-24-)^(«'-6'X«^-Ä»)+«'-A» + ^ 



Wird aufserdem von den Punkte m an den Kreis (3.) eine BerObrende mf 
gesogen, so Ist auch 

6»ft* 



mf = ma 



a' 



folglieh 

(8.) n>r = ±(y?=^- -- }/^^' 

Das Zeichen + ist hier immer so zu wfthlen, dafs der Wertb von mf positiv 
wird, also ist ' 



and 



mf= ^ä'-Ze-'^yä'-^, wenn ar<ai/?I=JJ, 
mf= ±.y'^Zr^ — y^ZZJ?, wenn x>a^^^. 



Es gilt mithin die letztere Gleichang, wenn m ond a auf verschiedenen Seiten 
der Geraden (6.) 9 nnd es gilt die vorhergehende , wenn m und a auf der 
nfimlichen Seite derselben liegen; ist in diesem Falle der Werth von s ne- 
gativ, so ist die Berflhrende mf gleich der Summe der absoluten Werthe, 
welche die Glieder auf der rechten Seite darstellen. Wenn man nun noch 
beachtet, dafs der absolute Werth von — yo^— 6^ die reelle Halbaxe der Hy- 
perbel ist, welche mit der Ellipse (1.) die nämlichen Brennpunkte hat und 
durch den Punkt iiie=s(ary} geht, so Ififst sich der in der Gleichung (8.) ent- 
haltene Satz folgendermafsen ausdrficken: 

Wird eine Ellipse von einem Kreise in zwei symmetrisch gegefn 
dke grofse Axe gelegenen Punkten p und pi berührt und van einem he^ 
liebigen Pttnkte m der Ellipse an diesen Kreis eine Berührende gezogen, 
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so ist dies^ Linie gleich der Summe oder Differenz der reellen Malbaxen 
der Byperbeln, welche mit der Ellipse confoeal sind und durch die Punkte 
p und m gehen, jenachdem ^ese Punkte auf verschiedenen oder auf der^ 
selben Seite der kleinen Axe liegen. 

Wenn insbesondere k=^a, so ist 



d. h. Zieht man von einem beliebigen Punkte einer Ellipse an den über 
der kleinen Axe als Durchmesser beschriebenen Kreis eine Berührende, 
so ist diese gleich der reellen Halbaxe der Hyperbel, welche durch diesen 
Punkt geht und mit der Ellipse confoeal ist. 

§. 3. 
Wenn man von dem Punkte m == (xy) der Ellipse (1.) auf die 
Gerade (6.) eine Senkrechte mu fällt, so ist 

(9.) mu= ±(a^^=I^-xy 

Aach hier ist wieder das Zeichen -f zu wählen, wenn 

und das Zeichen — , wenn 

es stimmen mithin die Glieder der BerObrenden mf and der Senkrechten mu 
immer in den Vorzeichen flberein. Aas der Vergleicbang dieser Linien 
folgt, dafs 

(10.) lüL^y^i, 

^ -^ mu a ' 

oder der Satz: 

Wird eine Ellipse in zwei symmetrisch gegen Me grofse Axe ged- 
iegenen Punkten p und pi von einem Kreise berührt, von einem beliebigen 
Punkte der Ellipse an diesen Kreis eine Berührende gezogen und auf 
die Gerade ppi eine Senkrechte gefällt^ so stehen diese Linien in einem eon^ 
Staaten Verhältnisse, dessen Exponent die Excentricitdl der EMipse ist. 
Es ist hiemach das Verhältnifs mfimu nicht blofs constant fflr alle 
Punkte der Ellipse in Bezug auf denselben doppelt berOhrenden Kreis (S.)? 
sondern auch fflr alle Kreise, welche die Gleichung (3.) durch alle möglichen 
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Werthe von t^ darstellen kann. Ein besonderer Fall dieses allgemeinen Satzes 
ist die allbekannte Eigenschaft, dafs die Entfernongen eines Puqktes einer 
Ellipse von einem Brennpunkte and der sagehörigen Directrix in einem con<- 
stanten VerhAltnisse stehen. 

§.4. 
Bestimmt man in Ähnlicher Weise in der kleinen Axe der Ellipse (1.) 
einen Pankt ß so, dafs 

ah 

ist, and beschreibt am diesen Pankt mit dem Halbmesser -r- den Kreis 



(120 «■+(r+j!!^^*-=^)'=^, 

80 berflbrt dieser die Ellipse (1.) in swei Paokten (Xiy^ and (o^jyi)) deren 
Coordinaten sind: 

Die Gerade 

welche darch diese Punkte gebt, ist auch hier die Polare des Punktes ß in 
Bezug auf den Kegelschnitt (7.). Wenn I^ <i b\ so ist der Kreis (12.) und 
die Gerade (14.) imaginär; wenn /^ = b^^ so fallt der Punkt ß in den 
Mittelpunkt O, der Kreis (12.) geht durch die Scheitel der grofsen Axe und 
berührt in diesen Punkten die Ellipse (1.), und die Gerade (14.) so wie der 
Kegelchnitt (7.) fallen in die Gerade, welche durch diese Scheitel geht; wenn 
V<Zf^<iif, so sind die oben erwähnten Punkte und Linien alle reell; 
wenn k^=za^^ so fallen die Berflhrungspunkte in einem Scheitel der kleinen 
Axe zusammen, die Gerade (14.) wird Tangente, der Kreis (12.) der Kröm- 
mungskreis dieses Scheitels, und die Hyperbel (7.) geht in die zugehörige 
Axe Aber; wenn endlich l^>i?, so sind die Berahrungspunkte (13.) und 
der Kegelschnitt (7.) imaginär, die Gerade (14.) jedoch und ihr Pol ß und 
der Kreis (12.) bleiben reell. 
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§. 5. 

Zieht man von einem beliebigen Punkte m=:(xy) der Ellipse (1.) 
eine Linie nach dem Mittelpunkt ß^ so ist 

S? = ^+(y+ '''°--7'--'-' -)' 



= ^-■T;^y"+af»'('>'-*'x*'-»')-*'+*'- 

Wird nun aufserdem noch durch den Punkt m in dem Kreise (12.) eine 
kleinste Halbsehne m^ gezogen, so ist auch 
— 2 aV —31 



= A»_Ä?_2-f y(ii»_6*)(A:^-**)+illl*l)r^ 



folglich 

(15.) mg = + (yF^y^— ^ y^^=vy 

Das Zeichen ± ist immer so zu nehmen, dafs der Werth von mg positiv ist, 
also ist 

mff = ^¥=^-^i7r=T\ wenn y<:b^^=;^, 

und 

m^r = ^]/^^r45_yF=y, wenn y:>6^^^^ 

Es gilt mithin die letztere Gleichung, wenn m und ß auf verschiedenen Seiten 
von der Geraden (14.), und die erstere, wenn m und ß auf der nämlichen 
Seite derselben liegen ; ist in diesem letzteren Falle der Werth von y negativ, 
so ist die kleinste Halbsehne mg gleich der Summe der absoluten Werthe der 
Glieder auf der rechten Seite der Gleichung (15.). Wenn man nun wieder 
beachtet, dafs -^V^^^ — 6^ (abgesehen von dem Factor y— 1) die imaginäre 
Halbaxe der Hyperbel ist, welche mit der Ellipse (1.) dieselben Brennpunkte 
hat und durch den Punkt tu = (xy) geht, so sieht man, dafs durch die Glei- 
chung (15.) folgender Satz dargestellt wird: 

IVird eine Ellipse von einem Kreiee in zwei symmetrisch gegen 
die kleine Axe gel^enen Punkten p und pi berührt und durch einen be-- 
liebigen Punkt m der Ellipse in Lesern Kreise eine kleinste Halbsehne 
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gezogen, so ist diese Unie gleich der Summe oder Differenz der imagi" 
ndren Halbaxen der Hyperbeln, welche mit der Ellipse confocal sind 
und durch die Punkte p und m gehen, jenaehäem diese Punkte auf ver- 
schiedenen oder auf derselben Seite der grofsen Äxe liegen. 

Wenn insbesondere k=^b gesetzt wird, so ist 

d. h. Zieht man durch einen beliebigen Punkt einer Ellipse in dem über 
der grofsen Axe als Durchmesser beschriebenen Kreise mne kleinste 
Ualbsehne, so ist diese gleich der imaginären Halbaxe der Hyperbel, 
welche durch diesen Punkt geht und mit der Ellipse confocal ist. 



§. 6. 
Von dem Punkte m = {xy) der Ellipse (1.) werde nun auch auf die 
Gerade (14.) eine Senkreclite mv geffiUt; es ist also 

(16.) mr = ±(4|/^;=|l-r), 
ODd zwar ist das Zeichen -f* >*■ wflblen, wenn 

dagegen das Zeichen — , wenn 

Es stimmen somit ancli liier die Glieder der kleinsten Halbsehne mg und der 
Senkrechten mv immer in dem Vorzeichen Oberein. Ans der Vergleichang 
dieser Linien folgt, dafs 

(17.) ^ = I^ÜE^, 
^ ^ mv 6 ' 

oder der Salz: 

Wird eine Ellipse in zwei symmetrisch gegen die kleine Axe ge- 
legenen Punkten p und pi von einem Kreise berührt^ durch einen beliebigen 
Punkt der Ellipse in diesem Kreise eine kleinste Halbsehne gezogen und 
von demselben Punkte auf die Gerade ppi eine Senkrechte gefällt, so 
stehen diese Linien in einem constanten Verhältnisse, dessen Exponent das 
Product aus der Bxcentricität und dem Axenverhältnisse der^ Ellipse ist 
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Es ist hier genau so, wie oben unter (10.) 9 das Verhältnifs mffinw 
nicht blos constant fOr alle Ponkte der Ellipse in Bezug auf denselben doppelt 
berObrenden Kreis (12.), sondern auch fOr alle Kreise, welche die Gleichung 
(12.) durch alle möglichen Werthe von k darstellen kann. 

§. 7. 

Nicht blos die Kreise, welche eine Ellipse in zwei Punkten herflhren, 
besitzen die im Vorbergöhenden entwickelten Eigenschaften, diese lassen sich 
auch für die doppelt berflhrenden Kreise der Hyperbeln und Parabeln in der- 
selben Weise herleiten. Da indefs diese Untersuchung gerade so wie die 
vorhergehenden ausgefflhrt werden kann, so glaube ich dieselbe dem Leser 
Oberlassen zu müssen. Dagegen will ich hier Ober das System von Kegel- 
schnitten, welche denselben Kreis in demselben Punktenpaare berühren, noch 
einige Bemerkungen hinzufügen. 

Wird ein Kreis, dessen Halbmesser r, von einer Geraden in den 
Punkten p und pi für die Länge 2s = ppg geschnitten und durch den Mittel- 
punkt C eine Gerade gelegt, welche die Sehne 2s im Punkte O balbirt, so 
ist in Bezug auf diese Geraden als Coordinatenaxen die Gleichung des Kreises 

(18.) (x,-rf/4-yJ = r^, 

wenn die Senkrechte CO zur Abkürzung mit d bezeichnet wird. Eine Be- 
rührende tnf, welche von einem beliebigen Punkte m = (xy) an diesen Kreis 
gezogen wird, ist bestimmt durch die Gleichung 

Soll nun diese Berührende zu der Entfernung des Punktes m von der Ge- 
raden ppi in einem constanten Verhältnisse n stehen, so ist 

(19.) (x—df + f-r^ = n'^x' 
die Ortscurve für den Punkt tn und, wie man sieht, ein Kegelschnitt, dessen 
eine Axe in der Geraden OC liegt. 

Wenn in dieser Gleichung dem Verhältnisse n alle möglichen Werthe 
beigelegt werden, so stellt dieselbe das System der Kegelschnitte dar, welche 
den Kreis (18.) in den Punkten p und /ii berühren. 

Durch die vier folgenden speciellen Werthe von n nimmt die Orts- 
curve eine specielle Gestalt an. 

Wenn l**'"' 

» = 0, 

90 fällt der Kegelschnitt (19.) mit dem Kreise (18.) zusammen. 
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Wenn 2'*~ 

« = 1, 

so geht die Ortscorve (19.) in die Parabel 

(20.) y' = 2<lar-f »* 
Ober. 

Wenn 3'*"' 

- = f. 

SO besteht die Linie zweiten Grades (190 ^^^ '^^^ Geraden, welche durch 
die Gleichung 

(21.) r'-(T*+'y = 

dargestellt werden und den Kreis (18.) in den Punkten p und pi berühren* 

Wenn 4'"" 

» = oo 

angenommen wird, so genflgen der Gleichung (19.) nur die Werthe 

(22.) x = 0, y = # und x = 0, y = — #, 
d. b. der Kegelschnitt (19.) redudrt sich auf die beiden Punkte p und pi. 

Lflfst man nun das Verhälinifs n alle Werthe durchlaufen, welche 
zwischen zwei aufeinander folgenden von diesen vier bestimmten Zahlen lie- 
gen, so erhfilt man drei Gruppen von Wertben und einer jeden Gruppe ent- 
spricht eine Schaar von Kegelschnitten, welche die Gleichung (19.) darstellt. 

Wenn 1*~ n alle Werthe annimmt zwischen den Grenzen 

0<ii<l, 

so ist die Reibe der zugehörigen Formen der Curve (19.) eine Schaar von 
Ellipsen, deren grofse Axen auf der Berfibrungssehne i^i senkrecht atehen. 
Die kleinste dieser Ellipsen ist der Kreis (18.) selbst, die gröfote ist die 
Parabel (200. 

Wenn 2**~ dem Verhältnisse n alle Werthe beigelegt werden zwischen 
den Grenzen 

l<ii<-^, 

so bilden die entsprechenden Kegelschnitte (19.) eine Schaar von Byper- 
beln, deren reelle Axen auf der Berfibrnngsdehne ppi senkrecht atehen. Die 
eine Grenzform dieser Hyperbelnschaar ist die Parabel (30.), die andere das 
System zweier Geraden (21.). 

Jonrual fOr IfAthematik Bd. LVI. Heft 4. 48 
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Wenn 3*^ das Verhflltnifs n von — bis %u einem unendlichen Werthe 
stetig wäclist, also 

-^<il<c», 

so bilden die Curven, welche fflr diese Werthe von n die Gleichong (19.) 
darstellt, eine zweite Schaar von Hyperbeln, deren reelle Axen parallel zur 
Berflhrangssehne ppi sind. Den Uebergang von der vorigen Hyperbelnschaar 
zu dieser bildet das System der Tangenten (21.)« An der anderen Grenze 
dieser Hyperbeln steht diejenige, welche aus den Punkten p und p^ besteht. 

Uta aber alle Kegelschnitte zu erhalten, welche den Kreis (18.) in 
den Punkten p und pi berflhren, mOssen dem Verhältnisse n auch noch imagi- 
nAre Werthe beigelegt werden; dadurch geht nach Gleichung (19.) die Be- 
röhrende des Kreises in eine kleinste Halbsehne Ober. Durchlauft n alle 
imaginfiren Werthe, so dafs 

— oo < n' < 0, 

so sind die Kegelschnitte, welche die Gleichung (19.) darstellt, eine Schaar 
von Ellipsen, deren grofse Axen parallel zur Berflhrungssehne jet^i sind. Die 
kleinste Ellipse dieser Schaar besteht wieder aus den Punkten /? und pi^ fAllt 
also mit der Grenzform der zweiten Hyperbelnschaar zusammen; die gröfste ist 
wieder der Kreis (18.) selbst, so dafs durch diesen der Uebergang zwischen 
dieser und der ersten Ellipsenschaar gebildet wird. 

Die Brennpunkte der ersten Ellipsen- und der ersten Hyperbelnschaar 
liegen in der Geraden, welche durch den Mittelpunkt des Kreises und den 
Halbirungspunkt der Berfibrungssehne geht. Die Brennpunkte der zweiten 
Hyperbeln- und der zweiten Ellipsenschaar liegen in einer Kreislinie 

(23.) x'+i^.x+r' = -*, 

welche durch den Mittelpunkt des Kreises (18.) und die BerOhrungspunkte p 
und pi geht. 

Die Scheitel der einen Axe der Kegelschnitte, welche den Kreis in 
den Punkten p und pi berflhren, liegen in der Geraden OC^ die der anderen 
in der Parabel 

y^ = lfc + ^, 

welche die Geraden (21.) in ihrem Schnittpunkte und in den Punkten p und 
Pi schneidet. 
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Die Aendeningen, welche diese Kegelscbnitlschaaren erleiden, wenn 
die BerOhrnngspunkte des Kreises (18.) nicht reell, wie bisher angenommen, 
sondern imaginfir sind, glaube ich hier ohne specielle Erwähnung lassen zu 
dürfen. 

Anmerkung. Nach Beendigung dieser Abhandlung habe ich auch die 
Kugeln untersucht, welche eine KrQmmungslinie einer Flache zweiten Grades 
in vier Punkten berflhren, und fflr dieselben u. a. folgende Sfitze gefunden : 

1) Zu jeder Krflmmungslinie einer Fläche zweiten Grades (ich ver- 
stehe darunter den voUstfindigen aus getrennten Theilen bestehenden Durch- 
schnitt zweier confocalen Flfichen) giebt es drei Scbaaren von Kugeln, welche 
dieselbe in vier (reellen oder imaginfiren) Punkten berOhren. Die Mittelpunkte 
aller Kugeln derselben Schaar liegen in einer Axe, die vier BerOhrnngspunkte 
einer jeden sind symmetricb gelegen gegen die Hauptdiametralebenen, welche 
durch jene Axe gehen. 

2) Zieht man von einem Punkte einer Krflmmungslinie an eine vier- 
fach berührende Kugel eine Berflhrende (oder kleinste Halbsehne) und fällt 
zugleich von demselben Punkte auf die Ebene, in welcher die vier BerOh- 
rnngspunkte liegen, eine Senkrechte, so stehen diese Linien in einem constan- 
ten VerhAltnisse, dessen Exponent die Excentricitfit der KrOmmungsIinie ist. 

3) Zieht man von einem Punkte einer Krflmmungslinie an zwei die- 
selbe vierfach berflhrende Kugeln derselben Schaar Tangenten (oder kleinste 
Halbsehnen), so ist die Summe oder Differenz dieser Linien constant. 

4) Die Focalkugeln einer Fläche gehören auch zu den vierfach be- 
rflhrenden Kugeln und zwar zeichnen sie sich dadurch aus, dafs jede Krflm- 
mungslinie der Fläche von den Focalkugeln in vier imaginären Punkten berflhrt 
wird, ebenso wie die Brennpunkte eines Systems von confocalen Kegelschnit- 
ten jede dieser Curven in zwei imaginären Punkten berflhren. 

5) Unter den vierfach berflbrenden Kugeln giebt es auch solche, deren 
Halbmesser imaginär, und solche, deren Halbmesser Null ist. Zu den ersteren 
gehören die Focalkugeln des einschaligen Hyperboloides; fflr die letzteren 
Ist, gerade wie bei den Brennpunkten der Kegelschnitte, die Summe oder 
Differenz der Linien, welche ein Paar mit einem Punkte der Krflmmungs- 
linie verbinden, von constanter Länge. 

Coblenz, im December 1858. 
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Band 55. 

S. 194 Z. iO, 11, 12 V. u. statt immer nur lies immer. 

- 197 - 18 V. o. St. u, V, uf, 1. ü, u^, ü'. 

- 200 - 8 V. o. St. von eine/ I. zn einer. 

- 215 - 15 V. u. St. =-«1 I. ==±1. 

- 353 - 7 V. o. in 6leicbnn|r (52.) ist SrSh unter dem Integralzeichen hinzuzufügen. 

Band 56. 
. 24 - 5 V. u. St. v^(— ik+l + ö/_l) I. Yf(— ik+1— öi^~l). 

- 44-12 V. o. St. mit den Geraden I. mit der Geraden. 

- 45 - 11 V. 0. Gleichung (8.) st. = t; I. =0. 

- 45 - 4 V. u. St. auf eine I. auf vier. 

- «- ä '■»■•'• ^ '»l^- 

- «- »'■«-• -sf '■ »4f- 

- 48 - II, 13 .. «. ,1. }-§. I. ^. 

- 87 - 6 V. u. St. sin^ I. cosö. 
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